ELEMENTA 

MATHEMATICA 

IN 3JVATU0R TOMOS DIGBSTA. 

TOMUS QUARTUS 

In quo fe&ionum conicarum, folidorum ex earam revo-' 
lutionc genitorum , ac rlguraram ifoperimecrarum 
fymptomata demonftrantur , prxcipuaque ele- 
mentaris Geometri* Problemata rciol vuncur . 
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LECTORI BENEVOLO 

... » » 



TYPOGRAPHUS. 



Onnulla, imo vero etiam non pauca, in hoc quarto fecun- 



dat Mathematicorum Elementorum editionis Tomo, Le- 
Ctor Benevole, deliderari animadvertes , quac in prima occur- 
runt: Id autem non meo fa&um arbitrio putes , Audtor ipfe, 
cum inchoata jam fecunda hac editione a Praepoficis fuis, uc 
Secretarii Generalis munus fuftineret , Romam evocaretur in 
Hifpaniam mox tranfmilfurus , neque adeo per tempus liceret 
emendare , ac reficere , qux vitio aliquo laborare in hoc quar- 
to Tomo deprehenderat , opus fuum propria manu mutilavit, 
atq ue amico , cui curam comniferat , ut fecunda? huic editio- 
ni praeefTet, impofuit, ut quale ab ipfo relinquebatur , prodiret. 
Integrum itaque Librum XVI. fuftulit, cujus hic erat titulus: 
de fimilitudine , propwtione , & dimenfione fetiionum conicarum y 
atque fo/idorum , qu* ex tllarum circum axim revo/utione gene- 
rantnr* Utebatur enim in eo principio quodam fallaci, ex quo 
pler.ique pendebmt > cumque ex eodem nonnulla in lequenti- 
bus libris collegilfet, ei etiam delevic , pauca quardam prarte- 
rea reformavit. Hinc autem factum e(t , ut qui antea Liber 
XVII. & XVIII. numerabatur , nunc Liber XVI. & XVII. in- 
fcribatur , totumqne adeo Opus Libris antea duodeviginti com- 
plexu n in nova hac editione Libris tantum feptemdecim ab- 
folvatur . Ex his pronum efl cuique inceliigere necefTarium 
eciam fuiffe poftremas Figurarum Tabulas mucare. Nolim au- 
tem , Le«5tor Benevole , cogites novam hanc edicionem ma- 
ncam propcerea, acque hnperfeAam evafiflfe > namque ea dum- 
taxar lubuta funt , qua? in Machemacicis aliorum elemencis 
plerumqire defunc, quarque Au&oris noftri propria eranc, acque 
eciam nova, fcd malo quodam faco inftabili fundamenco fubni- 
xa : quocirca ha?c pofterior editio perfe&ior habenda pocius 
eft, quod ab ea abfint, quae in priori cenfuram mereri pocuif- 
/enc. Hxc func , de quibus audtorc ipfo volence , ac jubence 
monere ce , Leftor Benevole , debui. Fruere igicur diligentia 
mea in hac fecunda editione adornanda , Sc diu vale. 
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ELEMENTORUM 

MATHEMATICORUM 

L I B E R XV. 
De feclionibus conicis. 

QUam difficilis fit feHionum conicarum do<3rina , & quanrum Tyroni- 
bus ncgorii faceflat , id ex eo vel maxime patere puto, quod Ceo- 
^mrtria fubiimior ipfa jara vulgo appellari foleat. Hanc propterea ex* 
planaturus, curavi, ut non folum brevius , verum etiam clarius , quo fieri 
a me poterat, id prxftarem. Totum idcirco librum in quatuor capita par- 
titus fum, in quorum primo nonnulla exhibeo, qux fediones ipfis genera- 
tim fuffltas refpiciuntj in fecundo elltpfeot, in tertio paraboU, & in quarto 
bjrpcrbol* fymptomata praecipua demonftro. 

CAPUTPRIMUM. 

^ Prxmittuntkr nonnulla fpetlantia, ad fedionet conicat 

in genere. 

DEf INltlO 1 

1. %?Eiliones comca funt fgura pUnm , qu* in plano conum fecante vel a cur- 

O va tantmn coui fuperficie , vel ab ipfa curva fuperficie , atque ftmul p;^ ^ 
a arculo bafeos determinantur . Ut fi conus BAC fecetur plano FG-, figuraT.Xtlf. 
ab conica fectio nuncupatur. 

S C H 0 L 1 0 H 1. 

a. Quinquc modis conus fecari poteft. Conus namquc BAC poteft fe- 

A 3 cari 
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6 Elementorura 

Fig. i. cari primo plano DE pcr verticem A ad bafim BC traduetO , arque hujuf- 
rnodi fc&io eft triangulum planum rectilineum BAC (Lb.XI.$ 91.). Se. 
eundo plano FG circulo bafeos BC paratleIo,& fectio ab>q\ix hinc emer- 
git, eft circulus ( $. 98.). Tertio plano GH , quod neque parallelum fit 
Ig * circulo bafis BC , neque ipfi bafi occurrat , fitque fe<3io ab. Quarto plano 
GD, quod ita conum dipefcit, ut uni laterum AC ipfius coni fit paralle- 
3- lum , 8e per circulum bafis rranfeat, 8c hinc habetur fedio DEF . Toflre- 
mo plano ED, quod tranfeat per coni bafim BC , fimulque occurrat cum 

Fip. 4. uno ipfius coni latere CA dire&e apicem verfus produ&o , fitque fc&io abc. 

1 .XilL Veram ex his quinque fcdhonibus tres dumtaxat poftrcmae confiderantur , 
& fub nomine feUionum conicarum ipfie tantummodo veniunt. Prima nam- 
que , 8c fecunda , triangulum fcilicet pUnum reSilineum , atque circnlus , in- 
dcpendenter omnino a cono fpectari poflunt, 8c debent , optimoquc jure ab 
omnibus, nulla habita ratione ad conum, fpe&antur. Quippe fi fecus,cum, 
ut ex alibi traditis aperte conftat, notio trianguli , 8c circuli ad coni no- 
tionem neceffario prarequiratur , in eam profe&o labem impingereraus , 
qu« vitiofus circulus vulgo dicitur. 

S C H O L I O X II- 

3. Sectiones in cono reclo fpeftavimus , eafque deinceps quoque in eo- 
dem dumtaxat cono expendemus. Si autem in cono fcalcna eas confiderare 
quis velit, animadvertat necefle eft, non eam tantum hujus coni fectionem 
efle circulum, qua? fit plano bafi parallelo, verum etiam illam , qu* pU- 
no fubcontrarie pofito perficitur . Illa porro fedio coni fcaleni BAC di- 
F»g. 5. citur fubcontraria , qun? fit tah lege, ut in triangulo BAC per coni axim 
T trajefto refta DE, communis nimirum fcctio trianguli BAC, & plani co- 
num fecantis , conftituat triangulum DAE fimile quidem triangulo BAC, 
fcd fubconrrarie pofitum, videlicet habens angulum AED zqualem angulo 
ABC , 8c angulum ADE angulo ACB. Hanc autem coni fectionem DE ef- 
fe circulum, ex eo oftenditur, quod fe&io DE non fit diverfa a fectione 
FG bafi BC parallcla, fed illi congruat, fi invertatur, nimirum fi ponatur 
latus AE trianguli ADE fuper Iatus AF trianguli AFG, ic Utus AD fuper 
latus AG. 

DEFINITIO II. 

4. Curvtconiu dicnntur UU linet curvx, quibus conicx fcdiones terminan- 
tur. Tres idcirco funt curv* conic* , quemadmodum trcs funt coni fe- 
ftiones. 



LEM- 
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Libcr XV. 7 

L E M M *4 L 

Heffa linea uni inarum reSarum parallelarum non in eodcm 
plano cum iUa exiflentinm parallela, alteri qmqne 
earnndem eji parallela . 

j. Sint dux rc&r parallel* AB, CD, quarum uni CD parallela fit re- 
cla EF ia diverfo pUno exiftens . Dico > re&am £F alteri quoque AB 
efle parallelam. 

Demonftratio. 

Quoniam dux AB, CD funt parallelar,fi in illas incid.it refta ab, qua? 
fit uni AB perpendicularis,alteri quoque CD erit perpendicularis { Lib.lF. 
£. i<J. )• Eadem ratione, fi per pun&ura b ducarur refta bc ad perpcndicu- ' 
lum incumbens rc&x CD, ipfa bc tcAx quoque EF ad perpendiculum in- 
fiftet. Dur autem ab , cb funt in eodem plaoo ( Lib. FUt.§. 18.). Ergo 
cidem plano perpendiculares erunt rcfta? AB, £F I atque propterea duar 
AB, EF erunt ioter fe parallelas ($.10.). Itaque refta &c. quod erat 
oftendendum. 

L E M M U 11 

Ke8a linea du8a a vertice coni per punftum fnrntnm 

in illius fuperftcie ad peripberiam circnli bafeot, 
tota in ipfa jacet fuperjicie. 

€. A vertice A coni BAC per pun&um a furatum in illius fuperficie Ffc 7: 
ducatur ad peripheriam circult bafeos BHC rc&a Ac . Dico, re&ara Ac T ' Xl1 
iacere totam in ipfa coni fiiperficie. 

Demonftratio. 

Etenim rt€tx Ae congruit iila reda linea , ex qoa , dnm ctrca periphe- 
riam BHC revolvitur , tmmoto exiftente aitero iilius extremo in vertice 



...... M » V ...v. ...... , " — •<<•* " -•■ ' 

A, curva coni fuperficies produdtur. Qujppe , fi fecus, duae re&ar lii — 
fpatium clauderent, quod repugnat ( Lib. 1F. $. 7.) . Ergo reda Ac pcet to* 
ta in curva coni BAC fuperfkie ; adeoque rc£U &o quod erat oftenden- 
dum. 



A 4 THEO- 
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3 Elcmentorum 

THCOREMA I. 

tn omni eonictt fc&ione potefi iuci rcfta line'a y qu£ omnet 
reftas eidem rett* in ipfo feftionis plano parallelas 
bifanam dfVidat, 

7. Spe&etur coniea fe&io aEfrM, ia cujus plano rfi&a EM fit communis 
Pgt 7- feftio trianguli BAC per coni axim tranfeuntis, & ipfius plani <xE£M. Re- 
Ffc K. aa autem BC fit diameter circuli bafeos , adeoque bafis trianguli BAC, 
r.Xlll. at q Ue a j rc a os angulos recta BC dividat chordam HF in G. Planum vero 

fcdhonis aEbM. ita ie habeat in cono, ut recta ab duda in ipfo planO fit 
re&arHF parallela. DicO,rccjUm ab dividi bifariam in punfto e a reftaEM. 

" » • •• 

Demonflratio. 

A vertice A coni per extrema punfta *, b re&ar ab ducantur ad peri- 
pheriam circuli bafeos BHC rc&x Ac, Arf, qua? totx erunt in curva ip- 
fius coni (upcrficie (.§. 6.), 8e jungantur pun&a c , d rcfta cd conftituatur- 
que propterea triangulum planum re&ilineum cAd, cujus fcclio facta a pla. 
no trianguli BAC fit re&a Am. Quoniam igitur rec"U ab pofita eft paral- 
lela retfts HF in plano circuli bafeos cxiftenti ? fpedari poteft veluti fi> 
clio plani xy (exprimitur rc&a linea, vitandae confufionis gratia) paralle- 
It circulo bafis BHC determinata a plano cAd. Ab hoc eodem autem pla. 
no fecatur etiam planum BHC,ejufque fe<3io eft refta cd. Ergo rccla? ab, 
cd , utpotc fechones planorum parallelorum ,erunt parallelar ( Lib. 6.). 
Refta autem ab polita eft parallcla redtoe HF . Ergo eidem reSat HF paral- 
lela crit etiam refta cd (§. 5. )j ac proinde angulus Bmc erit re&us, utpote 
redo BGH a?quaiis {Lib.lF. §. 14.), ipfaque re&a cd bifariam divifa erit 
a diametro BC {Lib.m /.39),erit nempe cm =3 mrf.Manifeftum porro eft, 
efTe cm. ae = md. ebi cum fit cm . arz=A A« . Ae , ficuti etiam mb. eb 
Am. Ae {Lib.lX $.59.). Ergo eiit quoque ae =3 eb ( Lib. l.§. 117.). 
Eodem modo oftendam , omnes re&as in piano conicx fe&ionis aY.bM 
parallelas eidem rectae ab bifariam dividi a re&a EM > cum omnes hujuf. 
modi reftae fint eidem HF parallebe. ltaque in omni Sec. quod crat often- 
dendum. . . 

COHOLLARIUM I. 

• 

ln omni feftione conica potcfl duci refta linea , qua omnet 
retlas eidcm re&£ parallclas non foium bifariam, 
verum etiam ad an^ulos reftos dividat. 

8. Qunndoquidem , iifdem pofitis , fit recia ae fuerit perpendicularis pl«- 
no trunguli BAC > rc&a ab non tantum bifariam,fcd etiam ad angulos re- 
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. .Liber XV. 9 

cxos fecabitur a refta EM , 9c eadem ratione omnes alix iri eodem plano 
dEbM eidem re&r-** parallelx bifariam »b ipfa EM dividentur . Cum F»g. 7. 
enim reda EM fit in plano trianguli BAC , angulus aeB erit redus (*-ib.*}*i ' 
VIII $. a.>, & i<leo leftl ettmt etlam anguli <ieM,Mei,ME Uifr.IIL $.5*)* ^* 1 " 

adeoque flfccv ' **^ f ' • 

c.mp r ov.'i JA . ••..1.. '• : . > ..* • ,' ' . *' : • 

- 5 C? H C- L 1 0 Ti' " ' 

9. Reda ae perpendicularisTerit plano triarigutl BAC , quotiefcunquc pla* 
num ipGus trianguli cireulo bafeos BHC ad perpendiculum inftitcru . 

••••• : «..' I .■ •; i .;l*U i. ■::•<< " • '• ' r ••,;.'*: 

C o k o l l a *: 1 w 1* II. 

1 

ln wwni /fffio«f coaica, fi conus fuerit retlus, communis 
fetiio plani fecantis , & y trianjuli per axim dividit 
bifariam, atque ad reSos anjutos omnes retlas 

' '» ■■■] . >•• -. tidcm rc&* parallclas . '< 

10. Id enim oftehfom eft deredaEM.qu* in cono refto BAC eft con» 
munis feaio plani fecantis 4E*M,& trunguli BAC per axim. 

DEFINITIO III. 

1 f. Diamete* «mita fet$ionit eft reHa linea omnes reSas eiiem reU* , quam 
bifariam fecat , in ipfo plano parallclas bifariam dividens. Ut fi refta Atf ia pj^ ^ 
conica tectione ABD birariam diviferit rettas ab , f d , omnefque alns eirTaUllL 
dem redaf xy , quam dividit birariam , parallclas , erit diameter conica? 



fcdionis AHD. 

DEFINITIO IV. 

ix. Axis conica feSionis efl illa rcfta linea,qu* nonbifariam tantum verum 
etiam ad angulot rtths dividit omnes reQas eidem retix ab ipfa bifariam f«Q* 
in eodcm plano parallelas. S\c rctfa AB erit axis conicar feaionis ACBD, Fifr.ro. 
fi non folum bifariam v fed etiam ad rcftos angulos diviferit redas ed ,CD,T.Xi»*- 
ab, omnefque aUas eidem rccTE» p», bifariam, atque ad angulos re&os aU 
ipia AB dmfx, para4lelat. 

C O a O L I. A R I U M h 

13« *Axis conkx feSionis defnrnt* ex cono retlo efl Ma reUa linea t qu* 
efi communis fe&io plani fc&tonis , <J* trianguli per axim. Hxc enim dividit 
bifariam.atquead rcftos angubsomnes reclas eidetn rcfts parallelas(^.io.). 

C ov 
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COROLLARIUM th 

i i : 

14. Jixit feSionis conics efi etiam illius diameter , fei nsn mnit iiame- 
ter efi axis . Quandoquidcm axis bifariam dividic omnes re&as eidem re- 
&x parallclas , prout exigic diameter. At vero non quaevis diamcter di- 
vidit eafdem reftas ad angulos re&os,, prouc poftuiac axis. 



SCROLIO H. 



'i »• 



ij. Axis fcctionis co nica? dicitur abfolute illius diameter 9 vel iiameter 
primaria. Illae vcro diara etri , quarum nulla eft axi* , diametri fccundari* 
nuncupantur. 

DEFINITIO V. 

Figii. fwfrx mwiY* feSionis eft punSum extremum axis . Ut fi refta AB 

T.XW-fuerit axis conieae fe&ionis ACBD, pun-ftum illius extremum A erit ver- 

cex ipfms fedionis . Pun&um vcro extremum diametrl vtrtex dimetri vo- 

catur. 

DEFINITIO VI. 

17. Ordinatim diametro applicata dicitur qualibet illarum rcffarum paral- 
Ularum, quax ab ipfa diametro bifariam dividuntur. Sic quarlibet rectarum 

ftg 9- parallclarum ab, ed t xy, quat bifariam fecantur a diametro A8 , dicitur 
1 '■ordinitim ipfi diametro applicata. Earum vero pars dircudia ,ut mb , nd , xy , 
femiordinata ad ipfam diametrum vocari folct . Plerique tamen noraine cr- 
dinatim diametro applicaU partem ipfam dimidiam intclligunt. 

DEFINITIO VlL 

18. Ubfciffty qust etiam fagitt* appellari (blent, dicuntur ill* diametri 
porttoncs , qua. inter diametri verticem, & re&xs ordinatim ipft diametro ap- 
plicatas continemtur. Hujuftnodi funt portiones Am, Ax, An diametriAB, 

TXni vidclicct P°"»° Aw dicitur «bftiS* correfpondens ordinat* abi portio Ax 
1 abfciffa corrcfpondens ordinatx CD, 8c fic deinceps. , 

0EFINITIO VIIL 

19. Rc8a conicam feflionem tangent vocatur illa 9 qu* babet commune pun- 
flum cum ea curva , qua fcflio ipfa continetur , fed reliqua omnia Ulius pun- 

Fip. 9. Sa extra ipfam curvam reperiuntur ; ac proinde tota extra contcam feflionem 
T.XII!. t4n f/| , Sic re £ a A £ dicitu,. tangere conicam feftionem ABD in punclo A i 

quu punclum A dumtaxat eft commune reftae AE, 6c curvae ABD , qu* 

ipfa 
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Libec XV. n 

ipfa feftio termlnatur ; adc-o nimiram ut rcliqua omnia punfta ipfius rc 
fi* AE extr» sllam cunram reperiamur. 

DBFINITIO IX. 

xo. Focus t five umbilicus feSionis conic* dicitur illud axis pun£tum,in quo 
mnei luminis radii , qui in curvam , qua feSio terminatur , e x data parte 
incidunt, poft refiexionem ftmul uniuntur. 

THEOR.EMA II. 

RetJa linea duBa per extremum diametri conica fettionis parallela 
«rdinatim applicatis ad ipfam diametmm , conicam ipfam fettionem 
tangit . Et vicifjim reSa tangens fettionem conicam duSa per 
, punftum extremum diametri eft paraliela ordinatim ad 
ipfam diametrum applicatts. 

L 

11. Per extremum puncrum A diametri AB conic* feftionts ABD du-" 
catur refta AE parallela ordinatis ab , ed ad Ipfam diametrum . Dico , re- 
6tam AE tangere conicam fe&ionem in pun&o A. 

Demonftratio. 

Si namque fieri poteft, recta AE fccet conicam ipfam fc&ionem, qucm- 
admodum recta AF. Cum igitur re6a A£, five AF fit parallela ordinatis Ffe. 9- 
aby ed ad diametrum AB, atque intra conicam feftionem cadat, ipfa quo- T,X111 - 
que erit una ex ordinatis ad diametrum AB» ac proinde ab ipfa diametro 
AB bifariam dividetur ($. 17.). Ergo rc£ta AE non attingit diametrum AB 
in puncto illius extremo A contra hypothefim . Itaque re&a AE non fccat, 
fed tangit conicam feaionem in pundto A. 

I I. 

14. Viciflim rt&t AE ducta per extremum diametri AB tangat coni- 
cam fcdtionem in punfto A. Dico, redam AE efle parallelajn ordioatis 
«b, td ad ipfam diametrum AB. 

Demonftratio. 

Quandoquidem , il rccra AE non eft parallela ordinatis ab , ed educatur 
n pun&o conudus A reda AG ipfis ordinatis parallela. Igitur reda AG 
crit fimul taugens, & non tangens conicam fe&ionem ABD. Erit namque 
tangens cx eo , quotffit ordinatis ab, td parallcla ($.*!.). Non erit vero 

tan- 
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fangens» cum ex hypothefi tangens fit reda AE. Cum igitur fieri nequeit, 
ut iccta AG fimul tangat, & non tangat conicam fe&ionem ABD, rcraa- 
net , redam AE,quae tangit conicam feetionem ARD in vertice diametri 
AB, effe parallclam ordinatis ab,cd ad ipGim dianictrum. Itaque rccta&c. 
«juod erat oflendendum . 

CorollariumI. 

Quxvis diameter conic* feftionis bifariam dividit omnes retlas 
parallclas rctla tangenti duttx per extremum puntlum 
ippus diametri. 

23. Ut fi rec*a AB fiierit diametcr conicae fecHonis ABD , per cujus 
diametri extremum pun&ura A ducatur tangent AE , cui parallelz finc 
reftse ab t ed t xj, diameter AB bifariam dividet ipfas re&as ab, ed , xy. 
Cum enim re&a AE fic parallela ordinattm applicatis ad diametrum AB 
($.22.), re&x ab , ed , x/, quibus ipia AE efl paralkla , erunc diametro 
Ali ordinatim applicarar.lgitur diameter AB bifariam ipfas dividet ($.17). 

COROLLARIVM II. 

Retla tangens conicam fecJionem , ft ex vertice axis dutta 
fucrity erit ipfi axi perpendicularis. 

24. Videlicet re&a AE dufta ex vertice A axis AB conicse fectionis 
T xm ACBDjipfamqueleftionem tangens,cnt Ipfi axi AB perpendicularis. Quippe 

cum fit parJIela ordinatae ab {§. 22.), & angulus Amb fit retftus ($.11.% 
rec>us quoquc erit angutusi LAw (LtO. 1F.§. 13. ) *ac proindc recta AL reft* 
AB ad pcrpendicujum incumbit (Lib.lU.$.i^.)n , . 

CAPUT SECUNDU M. 

... . 

' I " 

DEFINITIO I. 

25. TOLlipfis dicitur illa feftto cont , qu.t fie plano bift minime parallclo ne- 
que fubcontrarie poftto, neque illi occurrente; ac proinde cujus axis 
dtvidit duo latera trianguli per coni axim tranfeuntis , & fs extra conum axis 
ipfe producatur , concurrit cum i bafi ipftus trianguli extra conum itidem pro- 
dutJa, quin auferat triangulum fimiie triangulo per axim , quomodocunque fu- 
Fie 8 ir>at,,r - Ta ' is Kique eft fedio EaMfr cont BAC. Ejus quippe axis EM 
T X.l i.f ccat <* uo ,atera AB » AC "^ngul» BAC per axim , & cum altcro latcre 
BC, fi utrumque extra conum producatur , concurrit in punfto N, quin 
triangulum EMA fit fimilc triangulo BAC, proptcrca quod planum, quo 
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fe&io Ipfa perficitur, pirallelum non fit bafi, neque fubcontrarie pofitum, 
neque illi occurrens. Hxc porro ellipfcos definitio mcre nominalis eft,ar- 
que nullam plane eilipfis proprietatem defignans. 

CoROLLARlUM L 

C*rw elliptica m orbem redit , /<r« etf/p/fr ««4 untum curva linea i» 
fe rcieunte, quemaimoium circulus, eui afjtnis eft , undique ierminatur. 

COROLLARIUM II. 

17. </«o /*nr vertices ellipftt . Illius quippe axis in duobus punftis 
occurrit curvz, qua ellipfis comprehenditur. 

DEFINITIO IL 

»8. Centfum ellipftsefl punQum t in quo axis bifariam dividttur. Ut fi axis 
AB eilipfis ACBD dividatur bifariam in punfto x , pundum x crw ccv-j ^ J 
trum ipfius cllipfis. Dicitur autem centrum ; quia omnes re&z pcr illu*i 
tranfeuntes, Sc utrinqne ad curvam cllipcicam tcrminatz , bifariam in il- 
lo, ut pacebit, dividuntur. 

DEFINITIO III 

19. Con]ugata iiametri ellipfcos iicuntur dua qualibct dirmetri itx fe ba* 
bentes, ut utraque bifariam dividat omues rettas carum alrcri pardlclas .Uc p; e ?# 
fi diameter AB ellipfis ABD bifariam diviierit omnes redas ab y xj Sic. pa-J.X!iL 
ralielas diametro ed Sc diametcr ed fecuerit itidem bifariam rectas ru,jg, 
omnefqnc ahas parallelas diametro AB , duz hujufmodi diamctri AH.ri 
crunt diamctri coujugat* ellipfis ABD. 

CoROLLARIU M . 

$0. KeSd paraUcU uni diametro ellipfeos funt ordinat* ad diamctrum ilti 
con)ugatam. Videlicct rectz ru,fg ptraUelz diametro AB cilipfis A-D func 
crdtnatim appUcata diametro de priori AB conjugatz . Cum enim diametri 
AB, de fint conjugata pcr hypothcfim, diameter de bifanam dividet redas 
ru t fg. Ergo re£tz ru t fg crunt ordinatim dumctro de applicata ($.17-). 

DEFINITIO XIV. 

•Ji. [Axes conjugati eUipfeos fuut diamctri confugata fe inviecm fecjntcs at 
anguios reihs. Ut fi diamctri conjngatz AB,CD in ellipfi ACBD feic mu- 
tuo ad angulos rcdos fecuerirUy crunc axes conjugati ipfius cliipfis. 

* 

Co- 
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Cos.ollas.ium1. 

. * .» 

$z. jixit ellipfeot dividit bifariam , atque ad angulot reUot omnet reSat 
parallelas axi ftbi coajugato . Si nimirum recia: AU , CD fuerinc axf* conj«- 
gafi ellipfeos ACBD, axis AB bifariam, & ad re&os angulos dividet re- 
&as ed,pz paralleias axi CD . Eas namque dividit bitariam • quia tc£tx 
AB, CD iunt dtametri conjugat* . Dividit abtem ad angulos rcctos ; quia, 
ftante parallclifmo re&arum ed, pz, cum axc CD, angulus Dxn non poteft 
cflc reftus % quin rcftus itidcm fic tum angulus xnd t tum angulus xyz (Lifc. 

13.)* ac proinde quin ipfse re&a: ed t p%. ab axe AS ad redos angulos 
dividantur (Lib. ///.$. 5 1.) 

COROLLAXIUM IL 

3 3. 8* parallel* axi ellipfeot funt ordinatim applicat* axi , efi illi 
conjugatMS . Axes fiquidem conjugati a conjugatis diametris fefe mutuo ad 
re&os angulos fecantibus non differunt 1 propterea ficuti rcft^ parallelx uni 
dtametro ellipiu funt ordinaU ad diametrum conjugaram (§• 50.), idipfum. 
de parallelis uni axi dicendum eft , (1 ad conjugatum axem teferantur, 

L E M M U U 

* " . 

/a circulo quadrata femiordinatarum ad diametrum funt tqualia reSangutis 
fub conefpondentibus portiontbut Jpftus dtametri comprebenfts . 

f lfil , 34-1° ctrculo AmB* reftat bd y mn fint ordinatx ad diametrum AB , vi- 
1 .Xill .delicet bifariam ab ipfa diametro dmfx . Dico, quadratum femiordinatas 

ad xquare redtangulum ex Aa in *B, ficuti etiam quadratum femiordinatx. 

cn xquare reftangulum cx Ac in eB. 

»1 tOtmonflratlo u v j 

Qyoniam rcctx bd t mn bifariam dividuntur a diametroAB, divifx erunt 
ad angulos refios (Lib.Vll§ 41.) » ac proinde tam femiordinata ad,quam 
femiordinata e» crit diamecro AB perpendtcularis (Lib* 111. §. 24.). Igitur 
quadracum re6tx ad xquabit re&angulum ex Aa in aB, 6c quadratum rc- 
&x en xquabit reftangulum ex Ac ln cB (Ltb. IX £ 1 1 3. ) . Itaque in circu.. 
lo Scc. quod erat oftendendum . 

£ C H 0 L 1 Q 

3?. Quoniam. in circulo non poteft diameter bifarUm dividere reftam,, 
nifi eam dividat ad angulos reclos ( UL VII. §. 41.), diameter circuli fpe. 
ftiri poteft,veluti ipfius axis„ 

Co- 
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C O R O L L A R I U M I. 

16. 1» circulo quadrata femiordinatarum ad diametrum , ftve ad axim^funt 
itrcSe inUr fe , ut reSangula contcnta fub correfpondcntibus portionibus ipfius 
axis. Nimiram quadratum femiordinata; ad in circulo AroBi» eft ad qua- 
dratum femiordinatae c n , ut rc&angulum ex Aa in aB ad reftangulum ex 
Ae In fB . Quippe , cum quadratum tc&x ad ada-quet re&angulum cx 
Aa in *B,& quadratum femiordinata; en fit xquale re&angulo ex Ae in eB, 
quadratum re&ar ad erit ad rewiangulum ex Aa. in aB, ut quadratum reftx 
e n ad rcdangulum ex Ae in rB . Ergo , alternando, quadratum refta? ad 
erit ad quadratum reda? en , ut redangulum exAa in «B ad reftangulum 
«x Ae in <B (Zii. I.£ 125.). 

• 

CoROLLARIUM II. 

17. Hinc rirculus definiri poteft : Ftf«r< p/<x«* f*rva //«m undi- 
qut terminata , in 9*4 rtSarum femiordtnatarum ad axim quadrata funt di- 
reSe inter fe , ut rcSangula contenta fub correfpondentibus portiontbus ipftus 
axis , atquc illis infupcr funt aqualia. 

THEOR.EMAI. 

. ln ellipft quadrata femtordinatarum ad axim funt dircSe intcr 
fc , ut reSangula fub correfpondentibus portionibus ipfius 
axisy fumtts ab utroque vertice, cmprchenfa i tllis 
tamen non funt aqualia . 

In cono re&o BAC , qui fe&us fit triangulo BAC pcr axim , fpeftetur 
feclio elliptica DrfE, cujus axis fit rcdta DE , communis nimirum feftio Fip.u. 
plani elliptici, 8c trianguli per axim . Ke&x autem ac , bd parallel* uniT.XUI. 
rc&x GF du&se in circulo bafeos BGC, ejufque diametro BC ad perpen- 
diculum infiftenti , fint femiordinata? ad ipfum axim DE . 

1. ri s .••.'•• • t .-. • 

38. Dico primo, quadratum femiordinatas ac eflfe ad quadratum femior. 
dinatx bdfiii eft re dangulum ex D* in aJL ad rc&angulum txDb in bL. 

Demonftratio. 

Per pun£a a,b itk eodem plano^ trianguli BAC per axim ducantur re- 
ef y mn parallelre diametro BC bafeos coni. Et quoniam reft* ac,bd 
pofitx funt parallelz eidem reda? FG in plano circuli bafeos exifter ti, 
pltnum ecfj in quo fint duc cf,ac y ficuti etiam planum mdn , |n quo 

fnt 
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fint dua? mn y bd erunt circulo bafcos BGC parallelajae proinde fe&iones 
ecf y mdn crunt cireuli (Ltb.X!. §. 91.), quorum rliametri erunt refta? e/, 
mn y ipfifque ad perpendiculum infiftens reft.-e ca t db , quemadinodum refta 
FG illis parallcla perpendiculariter Incumbit diamerro BC pofita? in eodem 
cum illis plano BAC: conftat enim, eandem efle inclinationem tum plani 
tranfeuntis per rechs ca y GF, rum plani trajcfti pcr rc&as </fr,GF, ad pli- 
num BAC (Lib.VUl.$.iy.).Cum igitur quadratuttt re&artc fit arquale redan- 
gulo ex portionibus r« diametri r/ circuli ecf ,& quadratum reclar bd ada?- 
quet rectangulum , quod fub fegmentis mb , bn diametri mn ciraili mdn 
comprehenditur (Lib.lx §. 113.) , quadratum refta? ac erit ad quadratum 
recta? bd y ut eft rcchngulum ex e« in af ad rec>anguhim ex tnb in 6«. 
lle&angulum autem ex ea in 4/ eft ad reftangulum ex mb in bn in ratione 
compofita ex ratione re&a? ea ad reftam mb y 8e ex ratione reffce <r/ ad re- 
cram £« , videlicet bafium , 8c altitudinum (§. ioj.) . Ergo etiam quadra- 
tcm refta? ac erit adquadrarum rc&x bd in ratione compofita ex ratione re- 
&x ea ad reftam mb, &ex ratione re&a? af ad redam frn.Conftat porro,eflis 
D.t. Db=:a . mb , ficuti etiam Ed. Ebsssa/. 6n ($. 59 )» cum in triangulo 
nDb refta ea fit parallela' reda? in triangulo aEf rcda t* fit parailela 

recix af ( Lib.Vlll.§. 16.). Ergo quadratum re&a? ac erit quoque ad quadra- 
tum refta? bd in ratione compofita ex raiione refta? Da ad re&am Db,tk ex 
ratione refta? Ea ad re&am Eb. Manifeflum eft autem, redangulum ex Da 
in aE eflead reclanguium ex Db infeE in ratione compofita ex rationc reda? 
Dj ad re&am Db, & ex ratione re&a? aE ad reSam Eb (Lib. IX. §. toyj: 
/pe&ando nempe re<ftas D4, Dt, veluti eorum bafes, & reftas «E, Efc, ve- 
uti corum altitudines. Ergo quadratum re&x ac erit ad quadratum re&a? 
bd, ut eft rcftangulum ex Da in «E ad reftangulum ex Db in *E. 

■ 

I L 

*,'..« i . t , 

39. Dico i. quadratum fcmidrdinata? ca non efle a?quale redangulo ex 
iXt, in «E, ficuti nec quadratum femiordinata? db reftangulo ex Db in bE. 

Demonflratio. « J 

Quandoquidem,fiquadrata femiordinatarum ad axim in ellipfi eflient non 
tantum,ut reftangula contenta fub correfpondentibus portionibus ipfius axis, 
vcrtim etiam illis a?qualia, ellipfis non diftingueretur a circulo ($.37.). Id 
autem aperte falfum eft. Ergo in ellipfi quadrata femiordinatarum ad axim 
non adxquant reftangula , qua? fub correfpondentibus ipfws axis portioni- 
bus continentur. Itaque in ellipfi Scc. quod erat oftendendum. 

COROLLARIUM I. 

40. Definiri idcirco poteft ellipfis , nulla plane habita «tione coni , ex 
quo tlla educitur: Fignra plana mic* cnrva linea undiqne terminata, in qu* 

rc8*~ 
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reftarum ad axint fcmiordinatarum quadrata funt dirctte inter fc , ut retla*> 
gula eontenta fub eomfpondcntibus purtiombus axis , illis tamm non funt <t- 
qualia. Hac enim rarione explicatur naiura ellipieos i tum prout convenit 
cum circulo , cui quammaximc affinis eft , tum prout a circulo diftingui* 
tur. Convenit quippe eliipfis cum circulo, quatenus in utraque fiqura qua- 
drata femiordinatarum ad axim funt , ut rectangula , quae fub correfponden* 
tibus portionibus axis continentur . Differt vero eliipfis a circulo,quatenu« 
in ellipfi quadrata femiordinatarum ad axim, ut in circulo accidit , illis 
re&angulis non lunt acqualia . 

COROLLARIUM II. 

ln ellipfi refta tranfiens per eentrum , ejufque axim ad angulos reSos 
dtvidens , e (l ipfi axi msqualis . 

41. Recta nimirum CD tranfiens per centrum x ellipfcos ACBD, ejuf- 
que axim AB ad angulos rcctos dividens , non eft arqualis ipfi axi AB. Fi>r.i». 
Cum enim recta CD , utpote ad axim AB ordinata ( §. 17.), bifarum T.XIII. 
ab illo dividatur, clfcr xD=sx\ i cumque fit etiam xA=mxB ($. 28 ) t 
quadratum femiordinatx jrD asquaret quadratum reda? xA , five rectan- 
gUlura ex A* in xB (Ltb.L $• 187.) . Id autem repugnat dLpfi (§.40.). 
Ergo &c. 

CoROLLARIUM III. 

Mtiam quadrata ordinatarum ad axim in ellipfi funt diretfe inter fe, 
ut rc&an&ula contenta fub corrcfpondentib ts portiombus axis. 

41. Ut fi redjp ab t CD fint ordinatae ad axitn AB cllipfis ACBD, qu*: 
idratum ordinata- ab ent ad quadratum ordinatas CD,ut cft reclangulum P'g '<>• 
ex Am in wB ad rc&angulum ex Ax in xB. Etcnim cum fit abz=a zwi, 
& CD=sixD t ent ab .CD=smb. xD {Lib.l.$. iij.hac proinde quadrata 
re&arura a6,CD erunt inrer fe,ut quadrata reciarum mb >xD {lbtd.$.i99.). 
Quadrata autem redarum mb , xD funt inter fe , ut rcdhngula AmXmB, 
AxXxB (§. 38.;. trgo, ut »pfa eadera redanguia , erunt quadrata recia- 
rura ab , CD. 

, • . • • •* ' 

COROLLARIUM IV. 

2* ellipfi ordinatx ad axim mqualiter diftasttet a vertieibus 

jnnt tquatCS. 

4$. Ut fi diftamia Am ordinatae ab a verticc A in eUipfi ACBD fiierir '•K- 1 ®- 
aequalis diftantix By ordtnata* pz. a vertice B,duar ordinatae ab>px. ad ax»m 1,XI "* 
AB erunt zquales. Pofita fiquidera «quainate fcgraentorura Am, B/,ctiam 

Eiem.AUtb.T.ir. B duo 
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duo fcgmenta wB,*A.y erunt cqualia i arque adeo reAanguIum ex Am in 
wB aequabit re&angulum ex By in yA . Quadratum autem ordinatae ab eft 
ad qua<iratum ordinatai px , uc reftangulum ex Am in mli ad reclangulunt 
ex B/ in yA (<$. 4:. ). Ergo etiam quadrata re&arum ab, p% erunt xqua- 
liaj eV ideo ipf» quoque ps; erunt xquales (&£./.$. 1x7.). 

CoROLLARlUM V. 

1» cllipft ordinata ad axim aqualitef difiantes ab Ulius centro 

funt aquales. 

44. Cum enim centrum ellipfeos iit punctum in medio axis (f :§.), 
•rdinarar ad axim arqualirer diftantes a centro , arqualucr quoque diftant a 
verticibusi adeoque funt arquaies ($.4$.). 

CoROLLARlUM VL 

1h ellipft femkrdinats ad axim aqualiter dtfiantes a ~jcrticibus> 
aut a. centro fuut tqtudet. 

45. Etenim feaiordinatae funt diredte inter fe , uc ordinatc ( ub. l 

§.u6.). 

THEOREMA I.L . 

RcRa in ellipft tranfunt per illims eentrum , atque ad arrgulet retSos 
Mvideu* axim , dtvtdtt btfariam , & ad angulQS reQos 
omues reSas ipft axi parallelas. 

■ 

4*. In ellipfi ACBD , cujui axis fie refta AB , & centrum x , duca* 
tur per x recxa CD, quar ad rectos angutos ipfum axtm dividac. Dico, 
re&am CD dividere birariaot , atque ad rectos anguios omnes recxas axi 
AB parallela». 

Demonfiratio . 

Fig.to. 

T.XIII. i„ jfquali diitantia a centro x ducantur ad axim AB femiordinarae »m ," 
py, qua? propter hypotneilm parallela; crunt tum inter fe , tum fcmiordina- 
tar Cjr (§.ij.) 9 & junganiur extrema a,p rcda ap. Quoniam igitur rec*t« 
«w, py funt ajquales ( $.45.), dc parallelar, etiam dua; ap , my erunt paral- 
lela» (Lib. K§.$i.) j ac proinde quadnlatcrum ma py ent parallelogram- 
mum (Lib.yi.§.%.) t St quidem redlangulum ( ibid. §. 9. ) i cum anguli amy , 
pym fint rech (§. 12.). Parallelogramma ltidem rectangula erunt duo qua- 
dnlatcra auxm , xupy ob parallchfmum recta? ux cum utraque am> py,6c 
•b rcaitudinem aogulorum mxu, uxy. Igitur duo latcra *u,mx atqualia 

erunt 
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«•••em latera «v, xy pofita funt xqualia , & anguli xnta, xyp funt recrlj 

t"«tt intv*r fc, ficuti etiam duo up , *7 (lbid.$. zo.). Anguli quoque 
jf ixcrunt a-quales , quemadmodum etiam auguli x*/>, /vx ($. 19.). Duo 
jf.rgo a»qua!ia itidem erunt latcra au,up,Sc recti anguli aux, xup (Sjn 
„4ig. §. 159.) . Itaquc rcfta a/> axi AB parallela dividitur bifariam , at- 
que ad rectos angulos a re&a CD . Idipfum de quavis alia refta axi AB 
parallda eodem modo demonftrabitur . Igitur refta &c. quod erat often- 
dendum . 

Corollarium; 

Keffa in ellipfi tranftnis per illius centrum , ejufque axim aA angulos 
reSos dtvidens, eft alter axis ipftus ellipfu, & quidem 
priori con)ugatus. 

47. Recta nimirumCD eft alter axis ellipfeos ACBD,& quidera axi AB 
conjugatus. Dividit enim bifariam,atque ad angulos reftos omnes recras axi p]^ IO# 
AB parallelas, prout exigit axis ($. \z.) cumque viciftim axis AB dividatx.xiU* 
bifariam , & ad rcctos angulos omncs rectas parallclas rettx CD,eruntAB, 

CD axcs ipfiu» ellipfis ACBD conjugati ($.31.). 

S C H O L 1 O V.i 

48. Duo itaque funt axcs in ellipfi» & quoniam inxquales fiint inter fe 
(§. 41.), altcr ma\or, mincr alter vocri folet. In ellipG defumta a cono 
re&o, wajor axis dcterminatur atriangulo per axim traje&o, atque ellipti- 
cum planum fecante. Hinc axis maiar dicitur ctiam axis ellipfcos primarius, 
& primaria diameter. At vero minor axa ellipfcos axu feeundariiu -. & fecm- 
daria diameter nuncuparur. 

t E M M Jl ! h 

Si retla linea fecetur aqualiter , cr inaquatiter , r;&am>ulHm fyb , 
inaqualibus fegmentis comprehenfum una cum quadrato fegmenii 
intermedii erit aquale quadrato partis dimidis* 



X 

X 



49. Recta linea AB fecta fit bifariam in C > & > utcunque in D. Dico , pj 
recxangulum FD contentum fub fegmentis inxqualibus AD,DB, una cumj-Jtm* 
quadrato CG fcgmenti intermedu CD , sequare quadratum AE partis Ji- 
midi» AC. 

Demonfiratio I. 

Ponatur AC=CB=2j, CD=t> , adcoque AD=<»-W, } & DB=<t — b. 
Quadratum crgo AE partis dimidi* AC erit ssm, redangulum TD=taa 

B £ 4. 



ao Elementorura 

4&— bb t & quadratum CG=rW. Quamobrem reftanpN 
lum FD una cum quadrato CGeritead* — bb+bb . Conftat aucem efle aa- — 
bb+»bbz=xaa. Ergo re&angulum FD una cum quadrato CG jequabit qua. 
dratum aa, fivc AE partis dimidia? AC * 

Demonflratio 11. 

Dcfcripto enim circa totam AB fcmicirculo AEB, erc&aque ex punfto 
D re&a perpendiculari DH, ducatur ex centro C aJ pun&um H re&a CH. 
Quoniam igitur re&angulum ex AD in DB, fcilicet FD, eft «quale qua. 
drato re<a« DH (Lib.lX.$. 113.), rechngulum FD una cum quadrato CG 
refte CD erit xquale quadratis rcftarum DH, CD fimul fu m t is ~f J>*. jHg. 
$.16^.). Duo aucem ifta quadrata fimul furata funt zqualia quadrato rt- 
&a? CH (Lib.fl.§.iy.) , adeoque etiam quadrato AE re&a? AC (Lib.I^ 
$. 187.). Ergo reftangulum quoque FD una cum quadrato CG reftar C a 
erit *quale quadratoAE partis dimidiac AC ( SjiLjtlg: $.%*%.)• It«o«e & 
tefta &C quod crat oftendendunv. 

THEOREMA II£ 

7« ellipft etiam quadrata femiordinatarttm ad mi*6rem axim 
funt direfte inter fe, ut reftangul* fub correfpon- 
dentibus portionibus ipftus axis fumtis *b utro- 
que vertice eomprebenfa . jfp vero illis. 
noa funt AquaUa. 

j. Refta AB fit axis major , & rec"U CD axis minor ellipfeos ACBD- fe* 

T.XIl) mutuo bifariam dividentes in. eentro x. Ducatur autem adaxim mino r 

'rcm femiordinata br , 8c cx pundo b femiordinata bm ad axim majo. 

rem , quae cum paralleiogrammum mxrb conftituant , ob parallelifnumv 

fcilicet recta/um mb, *D, nccnon redarum. br> Ax, erit bm — xr, 

& brzattx (Lib.m. $. 10.). 
• . ✓ 

I 

50. Dico primo , quadratum xG femiordinata* Ax erte ad quadratum? 
tF (emiordinata; br, ut eft re&angulum xL contentum fub fegmenti» 
Cxy XD ipfius axis CD ad reaangulum C; fub fegmentis Cr, rD ejuG 
<Tcm axis comprehcnfam . 
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Dcmonftratio. 

Efto bz quadratum fcmiordinatz btn ad majorem axim , & mn fic tc- 
dangulum cOntentum fub correfpondentibus portionibus ipfius axis ; tc 
quoniam habetur C.r = *D, & Ax = *B, quadratum xE lemiordint- 
cat iD ad majorem axim non eric diverfum a refianjulo contento fub 
portionibus Cx, xD, quz correfpondenc femiordinata? Ax ad axim mi- 
norem , & qu* Jratum *G fcmiordinatx Ax ad eundem axim non eric di- 
verfum a r^.tangulo , quod fub porcionibus Ax , xB axis majoris corref. 
pondencibus femiordinatz xD comprehenditur . Cum ergo fic xE.bx. =s 
xG . mn ($.38.), eric quoquc xE — bz. xE S3 xG — mn. xG (Lib.l. 
$.141.), adeoque xE , xE — bx=txG.xG — mn ($. 111.) . Eft au- 
tem jtE »- it =s C; j cum redangulum , feu quadracum xE fic acquale 
rcdangulo Cr, una cum quadrato bx. ($49. )* atque eadem racione fitxG 
— mn =3 bF, quod nempe quadratum xG adzquec redangulum mn, una 
cuin qnadraco bF. Ergo cnc xE. Q =3 xG.bF , five *G. 6F = .r£. C/. 

I I. 

ji. Dico 2., quadratum xG femiordinatae Ax non efle iquale reclangu- 
lo jr£, nec quadratum bF femjordinatae br aequarc re&angulum Q. 

Dcmonftratio. 

Eadcm eft cum demoftratione traditt §, 39. Itaque in ellipfi «Scc. quod 
erat oflendendum. 

CoROLLARlUM U 

EtUnt quadrata ordwatarum ad minorem axim ellipfeot 
funt direffe inter fe , ut reSangula tonnnta fub 
correfpondentibus portionibut ipfius axts. 

j 1, Demonftratur eodem modo , quo §. 41. idtpfum oftenfum eft de qua- 
dratis ordinatarum ad majorem axim. 

COROLLARIUM II. 

Tam ordinatd, quam femiordinatd ad minorem axim 
tllipfeos tqualttcr difiantes a fuo verttce refpe. 
8tve> sut a centroyfmt tquales. 

53. Oftenditur eodem modo, quo §. 43, 44,45 , idipfum demonftravi- 
mus de ordinatis, &• fenuordinatis ad majorem axim. 

Elem.Matb.T.lV. B 3 Co * 
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CoROLLARIUM III. 

Tota periphetia circuli defcripti circa majorem axim ellipfeos cadit extra 
curvam ellipticami intra illam vero tota peripberia 
circuli defcripti circa axim minorcm* 

54. Tota nimirum peripheria circuli AECF defcripti circa majorem 
?'%.\6. axim AC ellipfeos ABCD reperitur extra curvam ellipticam ABCD» intra 
hv6. illam ver6 tota peripheria circuli AECF dcfcripti circa axim minorem 
1 Xl,, 'AC,ita nimirum ut duo tantum extrema punfta axis fint illis eurvis com- 

munia. Etenim , fi pun&um b cflet commune utrique curvae, ellipticx fci- 
licet ABCD, Sc circulari AECF, reda ab cfTet femiordinata ad axim tam 
circuli,quam ellipfisj cumque quadratum femiordinata? ab in circulo adx- 
quct reftangulum ex Ka in aC (Lib.lX§. 113.) , idipfum verum eflet in 
eiUpfi, facus ad ipfa natura ellipfeos poftulct. 

COROLLARIUM IV. 

fn ellipfi quairata femiordinatarum ad majorem axim funt tninora reftjngulis 
contcntis fub correfpondentibus portiombus ipfius axis . Quadrata 
vero femiordinatarum ad axim minorem funt mapra 
corrcfpondcnttbus rctfangulis. 

55. Etenim, defcripto circa majorera axim AC ellipfeos ABCD circu- 
lo AECF,du£tifque femiordinatis ae, MD, iifque ad peripheriara ufque 
circuli produciis , cum femiordinata ae in ellipfi deficiat a femiordinata 

_. . ab in circulo ($.54.) , quadratum fcmiordinata? ae minus erit quadrato 
,g * 15 " femiordinatx ab. QMratum autem femiordinata? ab adsquat redangulum 
ex Aa in aC ( Lib IX $.113.). Ergo quadratum fcimordinatse ae ab eo- 

Fii 16. dem redangulo deficiet. Eodem modo oftcndam, quadratum femiordinata; 

T.XIII.MD deficere a reflangulo ex Alvl in MC. Contra vero, defcripto circulo 
AECF circa axim minorcm AC ellipfeos ABCD, eodem ratiocinio often- 
detur , quadratum icmiordinatz ab in ellipfi excedere rectangulum ex Aa 
in aC , quod nempe huic refiangulo fir xquale quadratum femiordmatse at 
in circulo, fitque femiordinata? ae quadratum minus quadrato femiordina- 
tx ab, qucmadmodum refta ae deficit a recla ab. 
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COR.OLLAR.IuM V. 

Quadrata femiordinatarum ad axim cllipfcos tam majorem 9 
quam mtnorem habent omnia eandem rationem ad fua 
rcfpcftive reRangula fub correfpondenttbus axis 
portionibus comprebcnfa. 

Videlicet quadratura fcmiordinatar ae ad axim AC ellipfeos ABCD Fie.-5. 
cam habet rationem ad rectangulum ex Aa in aC , quam ad re&angutumT.Xill 
ex AM in MC babcr quadratum femiordinat i MD. Cum enim quadratum 
femiordlnata* ae ftt ad quadratum femiordinatar MD , uc cft ret3angulum 
ex Aa in aC ad reftangufum cx AM in MC ($.38.50.) , altcrnando crit 
fimiltter quadratum femiordinatse ae ad rectangulum ex Aa in aC t ut elt 
quadratum fcmiordinat* MD ad redangulum cx AM in MC ( tib. I.§. 
xxy.). 

THEOREMA IV. 

Jh cllipft fcmiordinata ad utrumque axim eandem omnes 
babent rationem ad ftbi rcfpondentes femiordinatas ad 
diametrum circuli ctrca ipfum axim defcripti . 

57. Circt majorem axim AC ellipfis ABCD defcribatur circufus AECF, 
fintque rcAx MD , ae fcmiordinatar ad Ipfum axim in ellipfi , Sc recta? 
MF, ab femiordinata? ad diametrum circuli illis corrcfpoodentes. Dico, 
cffe MD. MF =: ae. ab* 

Demonftrath. 

Qttadratum femiordinatiMD efr ad quadratum femiordinatar ae , ur r c- 
ftangulum cx AM ir» MC ad rectangulum ex Aa in aC ($. $&.). Eft autcm 
ctiam qttadratum femiordirratx MF ad quadratum fcmiordinatae ab, ut hxc FIg.i f. 
ipfa rectangula (§. $6.) . Ergo quadratum femiordinatx MD eric ad qua- 
dratum femiordinatx ae r uc quadratum femiordinarx MF ad quadratum fe- 
miordinatx ab> ( Lib\ I. §. y6> ) 9 & alternando y quadratum femiordtnatx MD 
«nt ad quadratum femiordinatx MF > uc qoadratum femiordinatx ae ad 
quadratum femiordinatx ab (§.ny). Igitur cric quoque MD . MF = FTgr.t^- 
ae . ab ( §. 1 88. ) . Defcripto porro circa minorcm axim AC eHtpfeos ABCD***Wt 
circulo AECF, demonftrabuur eodem modo > elTe mD . mV s=s a\> . ae. 
Itaquc in eliipfi &c quod erat ofteodcndum. 

COROLLARIUM L 



j&. HLnc fequitur, cfla MD. DF r=? ac . cb . Cum enim Gt MD. MF 

B 4 =3 
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=3 ae . ab , erit etiam MF. MD =s ab. ae (Lib. I. §. rtl.) a & dividtndo , 
Fig. 15. MF — MD . MD = ab — a:. ae ( f 1 j f . ) , five DF . MD = eb . ae , adco- 
T Xil'i que MDDr = (*• ««•)• Similiter in ellipfi AiiCD cum fit m D. 

'wF = ab. ae erit FD.wF = eb. ae {$. 135) j atque propterea «F . FD 

•= ae. cb (§. 121.). 

CoROLLARIVM II. 

Etiam ordinate ad wrumque axim ellipfeos bibcnt omnes 
e.indem rationem ad ordinatas fibi correfpondsntes 
iu circulo circa axim defcripto. 

5-9. Erit nempe BD. EF = ne. db. Enimvero, eum fir BD = 2 MD, 
Fi3 »5- 8c EF = 2MF,erit BD. EF = MD. MF (f.127.). Eft autem eandcm 

ob caufam ne. db = ae. ab , jamque conftat , efle MD. MF = ae . ab (§. 
Iigitf. 17-)- Ergo erit I3D . EF = ne. db (§ 77.)- Eodem ratiocimo palam fiet 
T.X iLtn ellipfi ABCD,circa cujus minorem axim AC defcriptus fitcirculus AECF, 

eOcBD.EF = ^. W e. 

COROLLARIUM III. 

Ordinjte ad utrumque axim ellipfeos funt direfle inter 
fe , ue ordmatx fibi correfpondentes in circulo 
circa axim defcripto. 

'60. Videlicet iifdem pofitis , erit BD . ne =EF. db. Quippe, cum jarn 

F g.15. oftcnfum fuerit, efle BD. EF = ne. db , manifefte fequitur , efle itidem 

jrt&i*. BD. ne = EF- di(«.i2f ). Similitcr cum fit BD. £F = db. ne , ent 
T.XiiI.q Uo q Ue BD d y = £ p ne% 

CoROLLARIUM IV. 

\Axis ellipfeos efl maxima omnium ordmatarum ad 
alterum axim. 

61. Sic in ellipG ABCD axis minor BD eft major , quam re&a ne ordi- 
nata ad majorem axim AC, & in ellipft Itidem ABCD axb major BD eft 
Fig.15. major, quam ordinata db ad axim minorem AC. Qiiandoqutdem , circuhs 
Fig.i«. C i rct ipf os axes defdiptis, cum fit BD. EF = ne . db (§. 79. ) , quemad- 
T XI,1 modum refta EF eft major refta db ( Lib.rn.§.6+) , ita refta BD exeedet 
refbm ne (L b. t.§. 128.). Eandem ob caufam BD erit major , quam db > 
cum nempe fit BD. EF = db. ne , & EF major, quam »e. 
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COROLLARIUM V. 

' • ' Ordinau ad utrumqu: axim ellipfeos eo minores funt 

quo magis ab illius eentro recedunt . 

61. Nimirum tn ellipfi ABCD ordinata ne ad axim AC magis remota a 
centro M, quam ordinara xz> minor erir, quam ipfa xx.. Eremm,cum fit-ry Vi 
xz.CH=:ae.db(§. jQ.),ficuti reftaGH excedit re<5hm db {Lib.Vll.6 6+), * "* 
ita ordinata xx ordioatam ne ouantitate fuperabit (Lib.l§.izZ.) . 

THEOREMA V. 

RcSe tangentes ellipfm du3* p:r extrema punfta 
ejnfdem diametr. , funt inter fe paralleU . 

6$. Per extrema pun&a A, B diametri AB ducantur re&a? AE, BF, qua« Fig.ro. 
rum utraque tangat clhpfim ACBD. Dico, reftas AE, BF effe inter fe pa-T.XM. 
rallelas. 

DernonftriUto. 

Ducatur ordinata CD ad ipfam diametrum. Itaque re«3a AE, utpote tan> 
gens ellipfim, erit paraJlela ordinat* CD($. xz.). Eadcm autem ratione 
etiam recla BF eft eidem CD parallela. Ergo dut AE,BF intcr fe quoque 
funt parallela? (Ub.lV.6. 17.). Igitur re<3* tanjentes &c. quod erat oftet» r 
dendum. 

THEOR.EMA VI. 

R>cl* lines dutt* * centro ellipfeos ad extrema duarum ordinatarum 
ad txim aqualiter a centr» difiantium , funt omnts inter 
fe aquales t atqut binas rettas per centrum ellipfi* 
tranfeuntts UU conflituunt. 

In elhpfi ACBD fint duae ordinatar ac t db ad axim AB , equaliter diftarr» pjg 17, 
tesa centro»,adquarum extrcma ducantur ex ipfo centro rea*»<*,8c ,nd t nb.T XUL 

L 

6± Dico primo, re&as na , ne , nd y nb cffc inter ic acquales . 
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Demonftrath. 

Cum enim latera az.,ze triangulorum ntA » nze fint arqualia , latus t» 
fit utrique commune, & anguii nza, nze , qui zqualibus lateribus conti- 
nentur , fint sequales , utpote refti (§. u.), bafes quoque na , ne inter fe 
arqualcs erunt ( Z.it.K^.73.). Eadem ratione etiam duse wtf , nz> erunt se- 
quales. Rurfus quoniam dux ordinatz ac t db funt sequates ( §. 44. ) , sequa- 
lia itidem erunt earum dimidia z<,yb ( Lib. i.§, 1 16. ) ; cumque per hypo- 
thefim etiam re&se , nj fint sequales ficuti etiam anguli nze , vo , ut- 
pote refti (§. n.), bafes fimiliter zne,zyb erunt sequales (Ltb. f.$7j.). 
Igitur sequafes erunt etiam dux na y nd ( Synop. ^tlg. 159.) i ac proindcqua- 
tuor rc&a? na,nd,ne t nb funt interfe sequales. 

I L 

tfy. Dico x. re&as dn t ne, ficuti etiam refias <tn y nb , effe in diredhim 
pofitas, fivc quatuor recias »4 , r»< , nd \ nb conftituere binas rc&as per cen- 
trum n tranfeuntes. 

Demonftratto . 

Duo latera nd , ne triangulorum nyd, nze funt «qualia ($. £4. ) , ficutl 
etiam ny y nz per hyopthefim , necnon duo dy , ze , utpote dimidia ordi- 
natarum xquahum «(6, ea. Igitur anguli quoque <fn;> , zne funt sequales 
( Ltb. V. §. 81. ) i ac propterea duse rectse </» , ne funt in dirccrum pofirae 
(Ltb. 11L§. 5 j.). Eadem ratione in djrcdum pofitae funt ctiam duse an,nb 
Itaque redaf n*, ne, »<*, n& binas redas conftituum j adcoque ieft.x &c. 
quod erat oflcndendum. 

i 

COROLI-ARIUM L 

66. Hinc in ellipft duci ptffunt ex illius centr» ai curvam % fua termina- 
tur t quatuor rc8*\ inter fe tqualcs. 

COROLLAHIVM IL 

Jn ellipfi retla conjungens extrema fumta ex adverfo duarum 
ordinatarum ad axim aqualiter a centxo diflantium % 
tranfit per centrum ipftui ellipfis. 

67. Oilenfum namque eft , rectas ne , ni , quibus cum centro n jungun. 
tur extrema e,rf ordinatarum ae, db sequaliter diftancium ab ipfo centro» 
unam reftam conftitucre. Ergo refta dufta ab extremo d prr centrum it 

tran- 
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tranfibit per extremum e.Quippe,fi fccus,duar reSs haberent fcgmentum 
commune, quod repugnat (Lib.llLf.+S.). 

COROLLARIUM III. 

lh ellipfi omnes refta per tentrum dnft* , & utrinque 
ad curvam eliipticam terminate , bifariam in ipfo 
centro dividuntnr. 

<$8. Demonftravimus enim, re&as nd , ne efle aequales inter fe, 8e ttnam 
redam conftituere, quat per centrum tranfit, Hinc 

COROLLARIUM IV. 

Omnis diameter ellipfis tranftt per illius centrum. 

<<9- Erenim , fi fccus , bifariam non divideret omnes re&as eidem reft* 
parallelas , prout ad diametrum requiritur. Qulppe illam reftam non feca- 
ret bifariam, qua» per centrum trinfitjcum hujufinodi refta nonnifi in ipfo 



centro bifariam dividatur ($.6*.). 

COROLLARIUM V. 

m ellipfi reUax linea du8* a centro ad curvam ellipticam 
tquahtcr binc inde ab axe difiantes ,funt inter feaquales. 

70. Oftenfum cft errttn, reftas na, ne, qua» ob arqualitatem reftarum xa % 
ze acqualiter diftant ab axe AB, efle inter fe aequales. 

COROLLARIUM VI. 

£)u£vis diameter ellipfeos e(i wa ex 

fibi con)ugatam. 

'71. Sic diameter erfcllipfeos Ae D eft una ex OrdinatUad diamctnim fibt 
conjugatam AB . Bifariam namque dividirur a diametro AB in centro n^ i£ "T* 
($. 68.), eftque iis omnibus paralleia , qus funt ad ipfam diametrumAB 
ordinatim applicatae <$.$o.). 

COROLLA RIUM VII. 

Vnus axis ellipfeos eft una ex ordimtis ad alttrum axim> 
7». Axes namque ellipfeos funt cjufdem diametri conjugatae($ 47- )• 

JHEO- 
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T HEOKSM A VII. 

Si ex punftis extremit unius diatnetri ellipfeos iucantur rcttd ellipfm 
tangentes , qu* cum alia diametro in dircftum produSa concurrant , 
UU aquales erunt inter fe , duoque tqualia trianguU conftituent . 

Per extrema punclaA.B diametri AB ellipfis ACBD ducantur re&* AE, 
F'?->7. BF clhpfim tangentes, quar concurrant in pun&is E , F cum altera diame- 
T.XlII. tro in Jir^um utrinque produ&a. 

I 

73. Dico primo, rc&as AE, BF efle inter fe xquales.' 

Demonftratio. 

Quoniam rcclx AE, BF funt parallel* (<?. ^3. ) , ahcrni anguli EA»,FE» 
erunt inter fe xqualcs (Iifc.1V §. jEquales fuot autem euam anguli ad 

verticem oppofiti A»E , BnF ( Ltb. III. $. 51.) 1 nec non latera A» , «B ($.68.), 
qux in tnangulis A»E,B«F xquahbus anguhs adjacent. Ergo larcra quoque 
AE, BF erunt inter fe xqualia (L/6. 9$.).. 

I I. 

■« • 

74- Dico 1. triangula A»E , B»F effe afqualia . 

Dcmohftratio . 

Duo namque rriangula AnE, B»F funt hujufmodi, ut duo latera A«,nB 
habeant xquaha , qux xquahbus an^ulis adjacent,ut modo demonftravimus. 
Ergo funt xqualia (§. 94.). Itaquefi cx pumftis ftcquod erat oftendendum. 

DEFINITIO V. 

75. Tarameter axis ellipfeos dicitur reSa linea dktia per extremum punttunt 
ipfius axis , ejut ordinatis parallcla , cujus ntio ad ippim ax.m divcrfa ab ea 
non eft , qnam babet quadratum cu')nfvis femiordinat* ad- rciljnjitlum fub cor. 
I ; t «;. re fpondentibus axis portionibus comprcbcnfum . Ut fi per evtremum punclum 
T.XllI.A axis AC elhpfcos ABCD ducalur refta AE parallela Ordinatx BD , fitque 
recta AE ad axim AC,ut quadratum cujufvis (emiordinatx ba ad rectangu. 
lum cx Ab in bC , refta AE eiii parameter axis AC Hujufmcdi autem re- 
c*tx nomen pjratr.etrt inJitum eft , quia eo utimur , tit patebit , sd dime. 
ucnda quadrata femiorthnatarnm rd ipfum axim. Cererum ieela,qu3m nunc 
parametrum dicimus , Utus reOum ohra vocabatur, ad diffcrentiam &*»S cx 
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cujas verticc £ animctcr cducitur , qui latus tranfverfum nunc ctiam vocari 
folet. 

COROLLARIUM I. 

7$. Tarameter axis ad perpendiculum axi ineumbie. Cum enim parameter 
AE axis AC fit redta parallela femiordinata: ba ad ipfum axim , duo an- 
guli interni EAft, Aba sequales erunt duobus rcftis(£ji. IV. §. 13.). Angulus 
autem Aba eft re&us ($. iz.) . Ergo reflus crit etiam angulusEAfriac pro? 
indc refta EA rcd* AC ad perpendiculum infiftet (Lib.lU.§. 24.). 

COROLLARItfM II. 

77. Tarameter tangit ellipfim in vcrtice axis,ex quo educitnr . Sic part* 
mcter EA eft re&a tangens cllipfim in vcrtice A axis AC, ex quo cduci- 
tur. Patet evidenter ex eo, quod p.uameter fit recta parallcla ordinatim axi 
•pplicatis, du£U ex illius verticc ($.75.). 

DEFINITIO VT. 

78. Figura- axis ellipfeos efi rcBangulum contcntum fub ipfo axe , ejufqu$ pjjr.ig. 
parametro. Sic reftangulum ACKE, quod fub axe AC , & fub ejus para.x.xill* 
mctro AE comprchendUur, eft figura axis AC ellipfeos AI'CD . 

DEFINITIO VU 

79. Regulatrix , five dirctfrix ellipfeos dicitur refta linea dutla ab extre- 
mo parametri ad alterum extremum punfium axis ipfius ellipfis . Subregula- 
trix vero, feu fubdirtftrix vocatur illa recla Unea r qu* ducla a centn elli- 
pfeos ad parametrum, ipfum parametrum hfariam dividit. Sic redta EC du. 
e"ta ex pundo exrremo E pararaetri AE ad cxtremum punfhim C axis AC, 
regulatrix , five direftrix ellipfeos ABCD nuncupatur . Ejufdem vero fubrc- 
xulatrix , flve fubdireUrix refta FN du&a a centro F ellipfis ad paramc- 
trum- AE, ipfumque bifariam dividcns m puncto N. 

COROLLARIU M. 

8d. Subdirctlrix ellipfeos efi parallela reft* direttrici , ejufque pars dimi- 
dia. Enimvcro, cum fit AF =a FC , & pcr hypotefim AN =2 NE, erit 
AF.FC = AN.NE. Ergo rettaFN erit parallela refix CE(£i6. IX. $.6+). 
Rurfus , cum propter parallelifmum ipfarum FN , CE , fit FN. CE =* 
AF. AC (§. 59-), quemadmodum habetur AC=s»AF,ita erit CE=JiFN. 
Hinc refa¥Nfemidirc8rix etiam-, vcl femiregulatrix- cMifCtos vocari folet. 
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THEOREMA VIII. 

Vnus axis ellipfeos efl media propmionalis inter alterum 
axim ftbi conjugatum , qufque parametrum . 

81. Rea* AC, BD fint axes cllipfis ABCD. Reita vero AE fir parame. 
Fig.iS. ter unius cx illis AC. Dico, altcrum axim BD clle mediam proporxiona- 
T.XIILlcm inter axira AC, ejufque paramctrura AE. 

• Demonjlratio. 

Quoniam axis AC eam habct rationera a<! fuum parametrum AE,qu*m 
fiabet reftangulum ex AF in FC , five quadratum HF femiaxis FC ad qua- 
dratum GF iemiordinatat, feu femiaxis BF (Lib. /X.$. 7J.) , ficuti quadra- 
tum HF eft ad quadratum GF in ratione duplicata iateris FC ad latus BF 
(Lib.lX.$.\yt.) y ita axis AC cft ad fuum parametrum AE in ratione du- 
plicata femiaxis FC ad fcmiaxim BF ; ac proinde etiam totius axis AC ad 
totum axim BD (Lib.l.$. iztf.),cum ncmpe fit ACBD = FC.BF($.ii7.). 
Fafta autem hypothcfi, ut fit w AC. BD. AE , ratio prima? AC ad tcr- 
tiam AE eft duplicata illius , quam habet eadem prima AC ad fecundam 
BD ($. 177.) . Ergo reipfa habetur -r: AC. BD. AE» atque propterea uny» 
axis cVq quod erat oftendendum . 

COROLLARIUM I. 

Quadratum unius axis ellipfeos adaquat figurant 
alterius exis ftbi coujugati. 

82. Quadratum nempe unius axis BD ellipfcos ABCD adsquat figuram 
ACKE alterius axis fibi conjugati AC . Enimvero, cum axis BD fit me- 
dia proportionalis inter alterum axim AC,&ejus parametrum AE($.8r.), 
quadratum ipfius axis AD erit arquale reftangulo ACKE (L&.1X.$. Ul.)« 
Hujufmodi autem rcdangulum cft flgura axis AC ($.78.). Ergo Scc. 

COROI. LARlUM II. 

Quadratum unius femiaxis ellipfeos ejl aquale 
quadranti figura alterius axis. 

• 3. Videlicet quadratum GF femiaxis BF ellipfeos ABCD eft afquale 
quartae parti figura? ACKE alcerius axis AC. Qyandoquidem bifariam divi- 
fis lateribus AE, AC reftanguli ACKE , conftitutoque rcftangulo AF/N, 
duo reftangula ACKE, AF/N erunt fimilia ($ 85.)» adcoque rectangulura 
AF/Ncrit ad reftangulum ACKE in rauone duplicata laterisAF ad latus AC 
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AC 

(Lib. IX. §. 170.) 1 cumque fit AF =e — • , rc&angulum. AF;N erit quarta 

t 

par» reftanguli ACKE (lbid.) . Eft autem eadem ratione etiam quadra- 
tum GF (emiaxis GF quarta pars quadrari totius axis BD . Ergo quadra* 
tura GF eft ad quadratum totius axis BD, ut re&angulum AF/N ad re- 
dangulum ACK£ . Quadratum porro totius axis BD adxquat reftangulum 
ACKE (§. 82.). Ergo etiam quadratum GF xquabit feaangulum ATjH 
(Ltb.T.§.u2.). 

C O R O L L A R I U M III. 

Si circa majorem axim ellipfeos dcfcribatur circulus, eujus peripberi* 
occurrat tangens dutta ex punfio extremo axis minoris , tum ex tll§ 
puutt» occurfus agatur femiordinata ad majorcm axim , rettan. 
gulum contcntmm fub correfpondentibus portiombus tpfius 
axts trit dquale qmdrantt figurm ejttfdem axis. 

84. Ut fi defcribatur circulus AECF circa majorem axim AC ellipfeot 
ABCD, atque ex pun&o extremo D axis minoris BD ducatur tangens DQ 
oceurrens periphcrix ipfius cjrculi in punc"to Q, ex quo ducatur ad aximy. xill. 
majorem AC femiordinata PQ, reaangulura contentum fub fegmentis AP, 
PC axis AC fcmiordmatx QP correfpondentibus, erit arquale quadranti fi- 
gura» ipfius axis AC. Cum enim recta QP ad perpendiculum infiAat diame- 
tro AC ($. i&*), redangulum ex AP in PC erit aquale quadrato refta? PQ 
(LiklX. §. 113 ). Quadratum autcm recla? PQeft aequale quadrato fcmiaxis 
MD» cum re&a? PQ, MD fint ajquales (Lib.Vh§. 20.). Ergo etiam re&an- 
gulum ex AP in PC erit zquale quadrato femiaxis MD (Sjn. Mg. §. rtfi.). 
Quadratum porro femiaxisMD cft sequale quadranti figura? axis AC ($.83.). 
Ergo eidcm quadranti reaangulum quoque ox AP inPCerit a?quale($.2d"i.). 

■ 

CoROLLARlUM IV. 

- 

Uxes ellipfeos funt dus. medi* continuo proportionalts 

inter fuos purametros. * "■ 

tj. Videlicet axis major BD ellipfeos ABCD , & axis minor AC funt - jf 
du* medic continuo proportionales inter fuos parametros GC , DH . Eftj xill' 
etiim GC. BD=a BD. AC , ficuti etiam BD. AC Qi AC. DH ($.%u). 
Ergo erit GC. BD =1 BD. AC =a AC« DH. 
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THEOREMA IX. 

Quadrttum cufufvis femiordinatd ad axim ellipfeos edtquat reSantulu.m 
contcntum fub abfciffa, & fub refta intercepta inter ipfum axim , 
& reUam rcgulatriccm ipft fcmiordmau corrcfpond.nte. 

86. Refta AC fit axis ellipfeos ABCD, parameter reda AE , & regula- 

Fler.iS. trf* rcfta EC . Dico , quadratum cujufvis femiordinats b.i xqtnre reelan- 
T.XUI.gulum AfciM contenrum fub abfcifla Ab y 8c fub re&a be , q'<x intrriicitur 

inter axim AC, & rcchm rcgulatncem EC , ipfique femiordinatae ba cor- 

refpondet. 

Demonftratio. 

He&a DF fit alter femiaxis ipfius ellipHs, adcoquc una ex femiordinatis 
ad axim AC (S>w. Ulg.§. 71.) i femiordinatac propterea ba paraliela ( '. 17.). 
Igitur erube.Fjf=:bC.VC(Lib.lX.§. 59. ). Et quoniam rectangulum MeM 
eft ad rectangulum AF;-N in ratione compofita ex ratione bafis Abad bafim 
AF , & ex ratione altitudinis be ad altitudinem F/ (/. 105.), pofita analo* 
gia be. Fyz=sbC. FC, reftangulum AbeM erit ad reaangulum AF/N »n ra- 
tionc quoque compofita ex ratione reclac Ab ad reftam AF , & ex ratione 
rcclje bC ad re<fhm FC. Conftat autera, reiftangulum cx Ab in bC ctfe ad 
redangulum cx AF in FC in ratione compofita ex ratione rectx Ab ad re- 
ftara AF,& cx ratione ie6tx bV. ad redam FC (§. 105.), fpedando nempe 
priores terminos, veluti illorum bafes, & pofteriores, vcluti eorundem alti- 
tudines . Ergo ratio rc&angul» A&rM ad rectangulum AF^N divcrfa ab ea 
doh erit , quam habet re&angulum ex Ab in bC ad rectangulum cx AF in 
FC (Ltb. l.§. 76.). Manif rtum porro eft ,quadratum femiordinatse ba eflfe ad 
quadr.itum femiordinatx FD , ut eft redangulum ex Ab in bC ad rectangu- 
lura ex AF in FC ($-38.). Hrgo quadratum feraiordinatz ba erit ad qua- 
dratum femiordinatx FD itidem ,ut rcftangulum AtaM ad rcdangulum AF/N 
(§ 77.), & altem.indo , quadratum fennordinatx ba erit ad re£tangulum 
AfoM, ut quadratum femiordmatx FD ad rettangulum AF>N (§. 1x5.). 
Qtiadratum autem Icmiordinatx FD aihrquat rechngulum AF7N. (Quippe 
cum fit -a AC. BD. AE (§ .81.), atque infiiper AL .F/ = ACFC(i.*i./Jf. 
$.59 )i a^eoque AE s=a iTy , ficuti eft AC = iFC , & 8D = 2FD,crit 
quoque -r. AF . FD . Fj> (L:b. L §. 1*6.), & ideo ( Lib. IX§.\\\.) rcdangu- 
lum AF7N extremaruca AF, F> erit xquale quadrato media? FD) . Igitur 
Ctiam qu..cir?tum femiordinatx ba xquabit redt?.iigulum AbtM.(Lib. l.§. iz8.)» 
Eodcm modo demon/trabitur , quadratum fcmiordinatx PS xquare rectangu* 
Jum ex AP in PR. . Igitur quadratum. &c quod erat oftendcndum. 
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COROLLARlUM I. . 

Jn ellipft qutdratim cujufvis femiordinata ad axim deficit a reclangulo> 
conttnto fub parametro , & abfcijfa i atque hujufmodi defeclus eft 
reclangulum fimile figur* axis. 

87. Videlicet quadratum cujufvis femiordinatx ba ad axim AC in ellipfi 
ABCO minus eft rcfiangulo AbdL contento fub parametro AE, & fub ab- 
fciffa Ab . Conflat enim , quadratum femiordinata» ba efle arquale rectangulo 
AfcfM, quod deficit a re&angulo AbdE quantitate redanguli MedE. Pcrfpi- 
cuum quoque eft , redangulum MedE efle fimile re&angulo ACKE ( Ltb. IX. 
$.85.), quod eft figura axis AC ($.78.). 

COROLLARIUM II. 

88. Hlnc definiri etiam poteft ellipfis,nuHa quoque habita ratione conl: 
Figura plana unica curva linea undique terminata > in qua femiordinatarum ad 
axim quadrata deficiunt a reclangulis ftbi correfpondentibus contentis Jub para- 
metro , & fub abfctffis , & quidem ea confUntt lege , ut bujujmodi defettus 
ftnt reSangula ftmtUa Jigurat axts. 

S C H 0 L l 0 7*. 

89. Ex co, quod in ellipfi quadrata feraiordinatarum ad axim continue 
dcficiant a re&angulis contentis fub parametro , & fub correlpondentibus 
abfciflis, conica hujufraodi firdtio clltpfts, nempe deficicns, difta eft. 

CoROLLARlUM III. 

In ellipft femiordinata ad axim e(l media proportionalis inter 
abfafftm , & rcftam ftbi correfpondentem contentam inter 
axim , & rcEtam regulatricem . 

90. Etenim iifdem pofitis,cum quadratum fcmiordinatae ba adaequet re- pig.tP. 
Aangulum cx Ab in be ( $. j 8.) , neceflario erit ~ Ab.ba.be (£/6./A$.li8.).T.XIll! 

THEOKEMA X. 

ln ellipft sABCD quadratum cujufvis femiordinata b a efl duplum trapexii 
jl b 2 7\ , quod femiparametro ^TH , abfciffa , retla bz tnter axim, 
& fubdirctlricem intercepta ,<jr fubdireftrice 7{z continetur. 

. 91. Ex vertice A ad pun&um e, in quo regulatrix EC fecat rcdam bd, 
ducatur rcda Ae. 
Hem.mb.TdK C De- 



34 



Elementorum 



Demonftratio . 

p. Quoniara rc&x FN, CE funt parallel* (§. 80.), ficuti etiara fefi» AE, 

t vim^* 7J.) f quadrilaierum NrteE erit paralleiograramura (Lib. V L §. 8. ) i 
,Ail, *cV ideo reda NE' xquabit reaam zc (lbid.§. io ]. Eft autcm AN=sNE 
(^•79-). Ergo ent ctiam AN=st,e (Syn.*Alg.§.x6i.). Anguli autem xAN, 
xcz, ficuti etiam xNA,xz.e 9 utpote aherni parallelarum , funt afquales 
inter fe (£jJr.;A r .$.if. ). Ergo triangulum ArN erit asquale triangulo «.xe 
(Lib.V. §. 95.) i unde , fi utrique adjiciatur trapezium A bx,x , trapezium 
AfoN erit «quale trungulo bAe (Syn.jllg.§.z6^.). Conftat autem.redan. 
gulum AbeM eflit duplum trianguli Aeb ( Lib. VI. §. 11.) . Igitur reciangu- 
lum AbeM duplum quoque erit trapezii AirtN (Lib.L§. 101.). Quadratum 
sutem femiordinata? ba adzquat redtangulum AbeM ($.86.) . Ergo etiam 
cjuadratum femiordinatar ba erit duplum trapezii A&xN ($.101.). Itaque 
in ellipfi &c. quod erat oftendendum . 

L £ M M U IIL 

ln triangulo plano re&ilineo re8a duSa 4 vertice ad 
bafim, in eadtm proportioue fecat bafim , & 
reftam ipft baft paraUclam. 

91. A vertice n trianguli FnG ad bafim FG, cui fit parallela refta db 
ducatur quomodocunque re&a bB. Dico, e(Te dy . ybsssFB. BG. 

Demonftratio, 

Cum enim in triangulo FnB reda dy pofita fit parallela bafi FB , erit 
Fig.17. FB. dytsznB. ny (Lib.lX. $ 59.) . Eft autcm eadem ratione etiam BG.yb 
T - Xlll =»B. ny . Ergo erit FIJ. dy = BG . yb (Lib.l. §.7%.) , & alternando, 

dy. yb = FK. BG ($.115.) . Itaque in triangulo cVc. quod crat often- 

dendum. 

C O I O L L A II V U. 

93. Si fucrit — FB. BG. B», erit etiara ts' dy. yb. yh. Conftat enim; 
effe dy.yb= FB. BG. Manifcftura quoque eft, efle yb. /«rzaBG.Ba 
(Ltb.lX.§.6o.). Ergo, fi fucrit -H* FB. BG. Bn, erit etiam 5 dy.yb.yn. 



THEO- 



Digitized by Google 



Liber XV. 3 y 

THEOR.EMA XI. 

Si in ellipfi *ABCD , <u)us axis fit reUi jiC , ptrameter CW, fubdireclrix EK, 
& fcmiordinata V.F , fiat , mt reSa WAf ad femiordinatam T^F , ua 
ipfa femiordinata *{F ad rcclim 7{L comoofitam ex abfciffat{C, 
& ex fesmento CL axi ad\c(lo , retta LF con')uttgcns 
punfta L , F erit tangcns ellipfim in punSo F. 

94. Sumto in refta LF quovis pun&o x , ducarur ex illo ad axim AC p f 
femiordinata xb, qua? diredre produ&a oecurrat re&a? fubdire&rici KE tef.XlV 
punfto a , & jungantur punfta M , L rc&a ML . 

DctYionftratio . 

Quoniam ex fcypothefi habetur MN. NF. NL,quadratum rc&x NF 
erit arquale reftangulo ex MN in NL (L:b.lX$. adeoque ficuti re. 

fhnguium ex MN in NL eft duplam triangult MLN ( Zifr. A7.$. 2i.),ejuf 
dem quoque trianguli duplum ern quadratum recl» NF (Ltb.l§ 102.). 
Quadratum autem re&arNF cft duplum trapezii NMKC (g.91.). Igimr lra - 
pezium NMKC erit a?quafc rriangnlo- MLN (Ltb. /.$. it j.) . Quapropter, 
iiiblato communi trapczio M7CN , rcliquum triangulum KM/ crit «quale 
reliquo triangjlo C*L ( Syn. jtlg .$. z66.) » ipfumqtie triangulum CjL majus 
propterea erit tnpezio ar/K, ficuti eodem trapczio majus eft tnangulum 
KM7. Unde, fi utriqtie ad|iciamr trapexium eyCb , triangulum tl.b excc 
det trapezium abCK (lbid. $. 268.). Rurfus cum fit eb.bx. Lfc($ 9$.), 
quadratum medix xquabit re&angulum extremarum cb, l.b (L:b.lX. 
$.111.). Conftat autem , reftangulum ex eb in Lb effe duplum trianguli cLb 
(Ltb VI. $. 21.) . Igitur cjufdcm trianguli duplum quoquc erit quadratum 
reBtx bx (Lib. 1.$. loz.)- Quadratum autcm femiordinatx bd eft duplum 
trapczii aKCb ($. 91.). Ergo quadratum tc&x femiordinatx bd cnt ad 
trapezium aKCb , ut eft quadratum reftx bx ad triangulum eLb. Dcmonftra- 
vimus autem, trapczium aKCb deficere a triangulo cLb. Ergo enam qua- 
dratum redx bd deficiet a quadrato tc&x bx (Lib /.$.128.); & ideoetiam 
refta bd erit minor re&a bx. Iiaque pundtum * cadit extra curvatn ellipti- 
cam ABCD , 8c eadem ratione extra eandem curvam cetera quoque pun&a 
ejufdem re&x LF diverfaa punfto F reperiuntur. Re&a igttor LF tangit cU 
lipfim in punfto F ( $. 1 9. ) ; ac proinde Ci in ellipfi Scc. quod erat oftenden- 
dum. 

COXOLLARIUM I. 

Retla tangens ellipfim in unico punUo ipfam tangit. 

95. Oftenfum namque eft , omnia puncta tc&x tangentis LF diverfa a 
pun&o F, in quo fit conta&us, extra ellipticam curvam ABCD repcriri . 

C 2 - Co- 
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jl COH.OLLA R I v K H> 

9*. Sl in axe AC fumatur fcgmentum xN a»qualc rc&x MN, & ducatur 
re&a xF, hxc erit tangenti LF perpendicularis . Quippe, cum fit per hy- 
pothefim ~ MN. NF. NL, erit pariter 4? siN. NF. NL» & ideo angulus 
xFL erit reftus, cum hatc fit proprietas trianguli rcdanguli {Lib.lx5.74.) . 

DEFINITIO VIIL 

97. Rcfta idcirco *,F dteitur normalis tangenti LF, cV refta *N fubnor'. 
rnaUs . Redta vero NL, qua? puncto concurfus L, & lemiordinata? NF in- 
ter/icitur, Mfa»«eM nuncupatur. 

C O R O L L A R I U M III. 

98. In ellipfi femiparameter KC eft ad fubnormalem xN, ut eft femia- 
axis EC ad diftantiam EN (cmiordinatz NF a centro E . Quandoquidem , 
cum fit tN=aMN, erit LC. z'\ — Lc. EN, quemadmodum cft KC.MN 
= EC. EN ( Lib.LX.$. J9-). 

CoROLtARlUM IV. 

99. Producta femiordinata FN ufque ad dire&ricem AH, fubtangens NL' 
erit id abfciffamNC, ut eft re&a NT ad reftam NM. Enimvero, cum jam 
fit MN. NF. NL, re&angulum ex NM in NL erit aequale quadrato me- 
«Jix NF (§. m.) . Conftat autem cx natura ellipfcos, recaangulum ex TN 
inNCefle srquaie quadraio ejufdem re6be,nempc fcouordtnata? NF ($. 38.). 
Ergo reftangula MN X NL, TN X NC erunt aequalia (Sjn.*Alg. §. 159.) t 
ac proinde erit NL. NC=tTN. NM (Lib. IX §. 114.). 

CoB.OLLAR.lUH V* 

xoo. Hinc, fi jungantur pun&a M, C re&a MC % & punfta T, L recla 
TL,du* hujufmodi refta? MC> TL erunt parallelat (§. 6$,). Rurfus refta 
f linea LT tranfibit per punftum K, in quo parameter HC bifariam a Gib- 
X^xiV.djre&rice EKdividitur. Quippe^cum rec"be AH,EK ($. 80.), ficuti etiam 
reftae HC,TN (§. 75 ) » nec non rectr TL ,. MC fint intec fc parallc|x, 
duo quadrilatera THKM , TKCM erunt parallelogramma.i & tdeo oppofita 
ipfbrum latera TM, HK,ficuti etiam TM,KC erunt arquaiia ( 'uh.ll. § :«,). 
Igitur duo quoque HK , KC , utgote xqtulia eidem, TM. * erunt inrer fe. 
asqualia ( S/n.jilg.§. 159.) 1 adeoque &c 

COB.OLLAI.rUiM VT- 

ioi. Ex hoc fequitur ,. feraiaxim EC etle rafdjam proportionalem ihteir 

re&a* 
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reftas EL, EN. Quippe, eum io trUngulo KEL re&z KL, MC fint paral- 
lel*, erit EL. EC=KE. EM (Lib.lX. §. yj.). Eft autem etiam EC. EN 
=EK.EM i cum in triangulo quoque KEC rca* MN, KC fint parallclat 
( §• 75. ) • ^S»" crit EL . EC = EC . EN ( Lib. L §. 76.) , five * EL . EC . EN. 

CoR.OLLAR.IUM VII. 

ioz. Erit quoque in ellipfi AL.LC = AN.NC. Cum enim in triangulo 
TLA rccte AT . EK fint parallela: (Lib.l. $.76.), ficuti etiam in triangulo 
TLN rea«TN,KC ($.75-)»& in triangulo TNA rca« TA,ME, perfpi- 
cuum eft,e(TeAUAE=TL.TK,TL.TK==:NL.NC(Iit.lX$.57.) Ergocrit 
AL.AE=NL.NC (!/&./.$. 76.). Similiter cum fit AE. AN=TM.tN,& 
LC . LN=sTM.TN (Lib. IX. $.57.), crit AE . AN=LC . LN (LilhL $.76.) . Fieri 
igitur poftunt dua? fenes magmtudinum perturbatam proportionem habentium, 
videlicct AL. AE. AN 

LC. LN. NC. 

Quippe eonftat ex modo demonftratis, primam AL effe ad fecundam AE 
in prima ierte , ut eft fecunda LN ad tertiam NC in fecunda ferie ; in 
ifta vcro efle primam LC ad fecundam LN , ut in illa eft fccundl AE ad 
tertiam AN . Igitur erit AL. AN = LC. NC ($. 181.) , & altcrnando, 
AL. LC=»AN.NC ($.l*j-)« 

CoROLLARItfM VIII. 

loj. Du&is poftrcmo tangentibus verticalibus AP , CR. occurrentibus 
tangenti laterali PL in punclis P,R. , erit quoque PL. LR. = PF. FR.. 
Quandoquidem , cum refta» AP, CR. fmt paralleia» (Lib.lV.§. 10. ),utpote 
ad perpendiculum infiftentes axi AC ($. 24. ) crit PL . R L = AL. LC 
( Lib.lX .$. 57.) . Dufta vero cx vertice A per pundum contaftus F re&a 
AQ occurrens tangenti CQ,in punfto Q, cum anguli AFP.R.FQ fint sequa- 
les ( Lib. III . $ 5 1. ) , ficuti etiam anguh PAF.FQR., nec non anguli APF, 
PRQ ( Lib. \V. 15. ) , duo triangula AFP, R.FQ, utpote «quiangula , erunt 
ilmilu (Ltb.IX.§.66 ). Igitur erit PF. FR.= AF. FQ (§.67.). Eft autem 
AF.FQ=AN.NC($.5?.). Ergo erit PF. FR. = AN . NC ( Lib. 1. $.76. ) . 
Conftat autem, efle AL. LC = AN . NC (Lib.ix§. 57.). Ergo, cum jjm 
domonftraverimus , etfe PL. KL = AL. LC , Sc PF. FR = AN. NC, erit 
quoque PL. RL = PF FR ( Ltb. l.§. 76. ) . 

THEOREMA XII. 

ln cllipfi ^iBCD , cujus axis fit recla AC , iuftis tangentibus verticalibus 
^fP, CR, quat tangenti latcrali TL occurrant tn punSis T, R 9 
reBangulum contentum fub ipfis tangtntibus verticalibus UT y 
CR, erit quarta pars rectangult figura ipfius axis UC . 

104. Ex pun&o conta&us F ordinetur ad axim AC rofta FT , qu* di. 
Elm.MathT.JK C i re- 
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Fifc. 1« re&e produJta occurrat direflrici AH in punfto T, & jungantur pun.5h 
T.XIWj;, l refta TL,necnon ex vertjce A per punfJtum F ducatur refta AQ.oc- 
currens refta? tangcnci CQin punftoQjfic ex verttceC per idetn punftum F 
refta CG, qus concurrat in punftoQ cum aitera tangence AP in dire&um 
produfta. Kefta auiem CH fit paramcter axis AC. 

Pemonjlratio. 

Cum in trianguloHAQ.reftxHQ.TF fint parallela? ^.7j.),eritHC.CQ 
= TN. NF (i.Oi.). Eft autem eadem rarione etiam KC. CR =TN. NF. 
Ergo erit HC.CQ=KC.CR (Lib. 1.^.76.) t 3c ideo HC. KC = CQ. CK 
(§.iij.). Manifeftum eft autem.efle HC=iKC ($.79.). Igitur erit itidem 
CQ=" iCK, five CR = RQ,adeoque CQ = zQK. PrTterea quonlam ob 
parallelifmum reftarum AG,CQ, ut § 105. demonIr,ravtmus,anguli GAQ, 
AQC funt a?quales , fic.utl etiam angoli AGC, GCQ(£i&. lF.f,tf.) f rrecnon 
angulj AFG, CFQ (Lib. III. §. 5 1.) , utpote ad vcrticem oppofiti , triangula 
AFG, CFQ erunt «quiangula, Se jdeo fibi mutuo fimilia (Lib. IX. § <S&, 
quemadmodum eandem quoque ob caufatn duo itidem triangula AfP,RFQ. 
Igitur erit GA.CQ=AF. FQ,fietiti etiam PA.RQtasAF-FQJ^.rf^iatque 
p opterea GA . CQ= PA.RQ ( Lib.l. $. 7«. ) 1 * hwc GA.PA = CQ. RQ 
(/.izj.). Oftenfum porr6 elt,effe CQ=iRQ . Ergo erit etiam GA=iPA. 
Ergo rect2ngulum ex AP in RQ,five in CR erit in ratione fubquadrupU ad 
reftanguluro ex AG in CQ(£»'MX. /.170 ) . Reaangulum autem ex AG in CQ. 
adxquct reftangulum 6gurx axis AC,vidcIicet reftangulum exparamctroHC 
in ipfum tximAC. Qtiippe cum in triangulo ACG habcatur NF. NC=AG. 
AC ($.6*oJ fitque jnfuper TN . NF=aNF . NC (£90.), erit AG.AC=TN. 
NF (£/M.$. 76".). Demonftravimus autem,efle HC.CQ=TN. NF . Ergo 
erit AG - AC=HC. CQJ$.7<?.), & ideo AGXCQ=AC*HC(£&IX. 
§. 107.). Qyapropter ficuti reftangulum ex AP in CK eft in ratione fnbqua- 
drupU ad rectangulum AGXCOjin eadem quoque ratione fkbquadruplaetix 
/d reftangulum ACiXHC( Lib- oz). Itaque m ellipfi&e. quod emSrc. 

THEOREMA XII l 

Siper extrema punSta txis tllipfevs ,& rt8* per illiut centrum tranfeuutU 
ducantur tangentes , qnte cum illis in dirctlum produSis concurrant , 
fient duo trUn&ula inter fe jcqualia. 

ioj. Keftj AC fit axis eilipfeos ABCD, pcr cujus centrum M tranfcat re- 
Fig. a. fta EM, & ducantur per extrcma puncta A, E reftx tangentes AK,EG, 
T.Xiy.qua* cum ipfis AC, EM dirccte productis concurraot in pundis G , K 
Dico, iriangula MEG, KAM , qur hinc eraergunt , «(!« acqualia. 

Demonftratio. 

Dufta ev puntto E firmiordinata EF ad axim AC, parallela proptere» 

11» 
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tangenti KA (§. 22.), cum duo triangula KMA, EMF fint fimilia (LiklX» 
triangnlum KMA erit ad triangulum EMF in ratione duplicata lateris AM 
ad latus FM (§. 166.). Ratio autem re&x GM ad refbm FM eft duplicata 
illius, quam haber refta AM ad reftam FM (Lib.L§. i77.)icum fit -irGM. 
AM. FM($. loi.). Ergo triangufum KAM erit ad rriangulum EFM,utGM 
ad FM (Likl.^.yS.). Pcrfpicuum porro eft, triangulum *GEM cfTead trian- 
gulum FEM, ut eft rc&a GM ad reChm FM (Lib.lX.§.<)6.) , nimirum ut 
biiw ad btfim. Ergo tritngulum GEM erit ad triangulum FEM , ut ad idem 
triangulum FEM fe habct triangulum KAM (Lib. l.§. 76.), adcoqne duo trt- 
angula GEM ,KAM funt xqualia ($.103.). lwque fi pcr extrema &e. quod 
erat cVc. 

CoROLLARIUM I. 

106. Triangula EHK,HAG funtinter fe jequalia. Qaandoquidemcum tri- 
angulum MF.Gadxquet triangulumKAM, ablato communi trapezio AHEM, 
rchquum trunguIumEHKrehquo tmnguloHAGcrit arquale(S>»..^/.$.266\). 

CoROLLARlUM 1 17 

107. Triingulum EGf adtquat trapcxium KEfJl* Cum enim trianguli 
MKA, MLG lint arqualia, ablato communi MEF, erit reliquum EGF rcli- 
quo KEFA iquale (lbid.). Idipfum parer,fi utrique trianguIbEKH ,F1GA, 
qu* funt arqualia ( ibid. $. z6y ) , trapczium HLFA adjiciatur. 

COROLLARIUM III. 

1 08. Dutta ab extrcmo A axis UC retta UV. parallcla tangentiEG , triangu- 
lum JCK^ tquabit trapetium E1%AG . Oftenditur eodem modo, quo prarccdens. 

L E M M U 1 K 

Si fueriut tres masnitudines tribus aliis proportionalcs , exceffus prim* 
fupra fccundam ertt ad exceffum- ejufdem prinut fupra tertiam in una 
ferie , ut txceffus prinue fuprw fecundam in altera ferie efl 
ad exceffum ejufdem prm* fupra tertiam. 

109. Tres raagnitudines A, B, D fint prOportionales tribus a , b , d , efto 
mituatA.B=sa.b,B.Dz=sb.d. Dico,efle A — B.A — D=n — b.a — d, 

Dtmonftratio . 

Cura enira fit A. Bsat.f , erir A . i=sB. b (Lib.L§ ti<.) , adeoque 
A — B.a — b=.\ . 4 ( $.ijz.). llurfus quoniara ftanre hy pot heft habetur A • 
Dzrsa.d ( Likl. $.179- ) > & idco A.a=D.d (§. 1 15. > , erit quoque A — 
D.a — dz= A. a ( §.\ 5 1. ) . Oftcnfum eft autem , efle A — « B . 4 — 1> =s A . t . 

C 4 Er- 
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Ergo erit A — B.a — fc = A — D.« — d ($.7^), atque adeo A — B. A 
— D=« — b.a — «"($.125.). Itaque fifuerint&c quod erat oftendendum. 

L E M M U V. 
Latera homologa trianguhrum *qualium , & ftmilium funt dqualia . 

110. Sint duo triangula xqualia, & fimilia A6C, abc . Dico, latera ip- 
forum homologa efle inter fe aequalia, nimirum AB = «fc, BC = frc , & 
CA=r«. 

Demoriftratio . 

Fig. 4. Cum enim ipfa triangula fint arqualia, & fimilia, fibi mutuo neceflario 
T.XlV.congruent. Igitur crit AB = «&, BC = 6c , fc CA = c« (lib.f.§. 3<S.). 

THEOREMA XIV. 

Quavis retla linea tranfiens per eentrum ellipfis ab illius 
axibus diverfa , bifariam dividit omnes reftas parallclas 
tangcnti dutlx pcr illius extremum . 

111. In ellipfi ABCL erto refta quarcunque BL tranfiens pcr iHius cerr- 
trum E, diverfa ab axibus ipfius ellipfis , atque pcr iilius extremum pun. 
dum B ducatur refta BG , quae eliipfim tangat , & cum axe AC dire&e 
produdo concurrat in punfto G. Dico, re&am BL bifariam dividere om. 
aes redas duftas in ipfa ellipfi parallclas tangemi BG. 

Demonftratio. 



Efto primo rccra da parallela tangcnti BG , quae dire&e produ&a con- 
curm cum axe AC m punfto P y tum per puncta <t, B, d dueantur ad 
p- axim AC femiordmata; ax , RF , dK parallelar tangenti AR , quarum d R. 
T P X( y 'cadat fupra centrum E ipfius eMipfis, re&aque xa producatur in b. Quo- 
'niam igitur rt&x KA, BF, wR funt parallelx, triangula KEA, BEF,»ER 
erunt fimilia (Lib. IX. §. 65.) j ac proinde triangulum KEA erit ad triangu- 
rnm BEF , ut quadratum lateris AE ad quadratum lateris FE s erit vcro 
idem BEF ad crianguium »ER , ut quadratum lateri» FE ad quadratum 
lateris RE ($.181.). Ergo etiam exceflus trianguli KEA fupra triangulum 
BEF , ncmpe trapezium KBFA , erit ad exacflum ejufdem trianguli KEA 
fupra triangulum »ER, fcilicet ad trapczium KnRA , ut exceflus quadrati 
lateris AE fupra quadratum lateris FE ad cxceflum ejufdem quadratt Iateris 
AE fupra quadratum la-reris RE (§. i09.),videlicet ut rettangulum exAFin 
FCad retftangulum ex ARin RC ($. 49. ),adeoque ut quadratum fcmiordina- 
tx BF ad quadratum feraiordinata? <z"R ($.38,). Efl autem etiao» triangulum 

BGF 
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BGFad trtangulum dPR. , ut quadratum femi6rdinata? BF ad quadratum femi. 
ordinata? dK ( Lib. IX. $. 1 S 1. ) j cum hujufmodi triangula, utpote a?quiangula, 
quemadmodum rem attente confideranti perfpicuum fiet , fint fimiha ($. 66.). 
Ergo triangulum quoqueBGF erit ad triangulum PdW> ut trapezium KBFA 
ad trapczium K«KA ( Lib. 1 $. 78.). Conftar autem , triangulum BGF ayquare 
trapezium KBFA ($ 107.). Ergo etiam triangulum </PR. a?quabit trapezium 
KnRA (Lib.l.f,. i*8. ). Eodem ratiocinio oftendam ,triangukim «P* sequare 
trapezium KhxA . Hinc,fi triangulo </PR aufcratur triangulum aPx,& trape- 
zio KnRA dematur trapezium KbxA, erit trapezium daxK aequale trapezio 
bnYLx (Sjn *Alg.$. 166. nGqae idcirco hifce trapeziis aureratur commun.is fi- 
guraafnKx^rehquum triangulum bea rquabit reliquum triangulum den (v 66.). 
Duo autcm hujufmodi triangula funt fimilia ( Lib. ix ) ; cum ant;ulus bea idav 
quet angulura den (Lib.lll. $.51.), angulus fca* angulum rJn , & angulus abe 
angulum end (Lib.ir.$. 15.). Ergo homologa iplbrum latera *c, et/ funt 
inter fe xqualia ($.110.). Re&a igiiur </<s dividvtur birarum a rcda BL. 

I L 

Evanefccnte triangulo nRE (fig. 5.) quod accidit, cum re<£ta,five femiof- 
dinata </R tranfit per centrum ellipfis,duo triangula KEA, </PE( fig. <S.)ertmt 
arqualia. Tnangulum autem aPx adscquat trapezium KbxA ,ut num.prtcedenti 
demonftravimus, Ergo trapezium </jjtE arquabit triangulum xbL (Sjn.^Alg. 
$.163.). Quamobrem, fubfeta commucri figura aeRx , reiiquum triangulura 
bea cric arquale reliquo triangulo dell ($. x66.). Ifta autem , utpote arqur» 
angula, funt fimilia ( Lib. IX §. 66. ) . Ergrj latera ipforum homologa ae,ed 
crunt acqualia (§. iia>* adeoqtie refta da fc&i crit bifariam • r-cfta BL„ 

I I h 

Quod ft rc&z parallefa tangentl tranfirat per extremunY axis AC, quemat?. 
modum refta AB ( fig. 1. ) parallela tangcnti EG , cV dufta ex altero illiusextre. 
mo Bfemiordinata BM, occurrat ifta centroMclIipfis, pcrfpicuum cft,redtamr 
ABdividi b fariam a reda EL tranfcuntc per ccntrum. Quippe,cum triangulav 
KMA , BAM fint xqualia, abfato communr triangulb ANM , rcliquum KNA 
rehquo BNMerit a-qinleC.<>ffl.^/|.$.i6j.)icumque duo ifta triangufa ,utpote 
a»quiangula ,fint fimiha (Lib. IX. § 66.) , xqualia erunt homologaipforum la*- 

tera BN,NA (£110.), frve rccla AB fecra erit birariam a rrda EL. 

* . . 

) V,- 

..■ ji ....... . • ' 

Spcaetar re&a d<t ( fig/7. ) , quae ifa le habcar in ellipfi,ut f rparallcla tant 
genti BG,fed. produ&a ad partcm a,concurrat cum axe AC inP,?f refta 
dm femiordirrata ad ipfiim axim cadat Infr* centrum E ipfius ellipfis. Igltur 
produda rcfta dm inD,cum fit dmz=smD t (t ducatur reclaDM.qua? cum 
«pfa Dm cor.ftitiiat an^ulum nDM 1 ualcm angulo P</nr,triangulum wMD 
erit xquale triangulo dPM (Lib.l'. $.94) , ex eo nimirum quod etiam anguh 
<*m.\ y MmC inu xquales (Lib*lll$. j i.>, atque infupcr reda DM erit p». 

ral- 
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rallela re<3x iP ( Lib. 1F. §. 1 i. ) , adeoque eihm recl* tangenti BC (§. 18.), 
necnon tangenti LN ( lbtd. ); eum tangentes BG, LN fint parallel* ($. 63.). 
Ducta propterea tangente CF, quae concurrat cum re&a BL in F , trianga. 
lum fflMD xquabit trapezium rnCFu, ut n*m. t. demonftravimus . Quamob- 
rem, fi utrique adjiciatur triangulum mEn, triangulum ibMD una cum tri. 
angulo mEn xquabit triangulum CEF (Sju-^ilg.§.%6^.) . Triangulum au> 
tem KEA adxquat triangulum ECF ($.74.), & triangulum wMD pofitum 
eft xquale triangulo dPm. Ergo triangulum quoque dPm una cum triangu. 
lo mE» xquabit trianguium KEA. Oftenfum eft autem num. T. triangulum 
aPx xquare trapcztum KbrA. Ergo, his fiiblatis, trapezium xndm una cum 
triangulomE» erit xquale triangulo bEx (Spi.^ilj»§.i66.) t demtoque rom- 
muni xacL t triangulum bca xquabit triangulum dcn (lbid.) . Duo autem 
hujufmodt triangula funt fimilia (Ltb.ix.§. 66. )»cum fint xquiangula. Ergo 
xqualia inter fe erunt homologa ipfocum latera ds , ca (§. 110. )i ac pro- 
iade refta da fecta erit birariam in pun&o c a rccta BL. 

V. 

Sit modo recta AD (fig. <.), qu.tr occurrar, extremo pun&o A axis AC; 
femiordinata vero Dm ad ipfum axim ducta *x altero extremo D reclx AD, 
lnfra centrum E ipfius elhpfis iiidem cadat . Eodem ratiocinio, quo num. 
prtccdcnti oftenfum eil , triangulum d Pm (fig. 7.) una curo triangulo mEw 
xquare triangulum KEA,demonftrabitur,.triangulumDAw (fig. 5.) una cum 
triangulo mEf xquare triangulum KEA. Igitur, fublato communi triangulo 
A*E, refiduum triangulum Dtt xquabic triangulum Ks A ( Syn. jilg~§. 166. ) , 
quod itidem relinquitur. Cumque ifta trtangula Dst t KiA , utpo:e xquian. 
gula fint fimilia,habebunt latera homologa Aj,*D intcr fc xqualii (£.1 10 ), 
adcoque etiam in hoc cafii reda. DA fecb erit bifiriam a refta BL. 

V l 

Nunc recta, quar fccatur a recta per centrum tranfeunte, ita fc habeat in 
cllipfi, ut ipfius axira difpefcat, cfto nimirum rcc"U FD(fig. 8.) divifa a re> 
cta bL tranleunte per cencrum E ellipfis FCM, fitque ipfa FD parallela tan- 
genti bA , atque ex illius extremo F ducatur ad axim aC femiordinata F« , 
qux fupra centrum E ipfius ellipfis cadat. Duifta igitur ab cxtremo D recta 
Db parallela femiordinatar F«, ficuti etiam tangenci Ha r & per ptinctum 2: 
recta z.d parallela tangenti b\ , ut fupra, eodem plane ratiocinio demonftra- 
bitur , triangulum Tun xquare trapezium Hmn* , quo- num. h oftenfum eft , 
triangulum dPR. (fig. 5. ) xquare trapezium KuKA . Igitur, fublato communt 
trapezio ujmn , triangulum Fjm xquabtt trapezhim bjuc(Sjm.«dlg. §.166.). Tri« 
angulum autem e«D eft xquale trapezio Hbca > cum triangulum cuD adxquet 
criangulum %Ac(Lib. /.94.),ob xqualitatem fcilicet bafium z.c , cD i 1 7. >, 
nec non angulorum xxd , Dcu ( Lib. III. $.51.), & dxjc , cDu ( Lib. I V. L 15.), 
ipfumque trianguium zde trapezio Hbca , ut num. I. dcmonftravimus , fit xqua. 
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le . Ergo triangulum £»D; erit xquale trapezio Ujua ; adeoque etiam triangulo 
Tjm Csjn.^ilj.§. i6t.) , quod trapcztam ipfum Hr«4 adarquat. Duo autcm 
triangula bDj , Tjm , utpote arquiangula , funt fimilia. Ergo arqualia erunt 
inter fe horaologa ipforum later» P/, jD t re&aque idcirco FD a reda bL 
bifariam dividitur. 

VII. 

Ab eadem refta bL (fig. S. ) fecla fic refta NM ,e* cujus extremo M duda 
femiordinata ME ad axim aC,tranfeat ipfa per centrum E ipfius cllipfis.Ex 
altero illius rec*tx extremoN ducatur ordinata N/> ad axim aC, & pofita PK 
= PR, dudtaque redta Kh , conftituatur triangulum PKh. Igitur, quemadmo. 
dum triantnlum F«» adarquat rrapezium H m na, ita , fi evanefcat triangulum 
r/?E»,tran(eunte njmirum rcfta F» per centram E , licuti per ipfiim tranfit refla 
EM, triangulum RME xquabit triangulum ECS. Quamobrem, demto com- 
muni trianguloRGE,reftduum triangulum EGM erit atquale refiduo trapezio 
GKCS (f.i66. ). Triangnlum autem RNP adajquat trapezium PCSr, utpote 
trquale triangulo KhP (ficuti num. pr tcedenti oftenfum eft de triangulis %de , 
euD) cui trapeziuro ipfum PCSx eft aequale («5.107.). Ergo , fublaro trapezio 
PCSr » trapezioGRCS,additoque triangulo RNP ipfi refiduo RPxG, triangu- 
lumGNx xquiblr trapezium RCSGjac proindc etiam tr!angurumEGM(i.7«. 
*4lg. f .i6i.). Sunt autem duo ifta triangula fibi mutuo ftmiliai cum fmt arqui- 
angula. Igitur «qualia erunt latera iplbrumhomologaNG,GMiadeoque flce. 

VIII. 

Poftrerao efto refta dD Cfig Q.)fe&a a refta BL,eaque ira fe habeat in el- 
Jtpfi,ut lcmiordinata dm ad axtm AC cadar infra cemrum E* Duclis itaque 
rc<fhs, ut fupra, prout figura oftendit , triangulum j»MQ.erit aequiangulum 
rriangulo d Km , adeoque illi acquale ob arqualitatem fetniordinararum , five 
bafium dm, r»Q. Quomam igitur triangulum mMQ.adaequat trapezium mCF», 
quemadmocfom (fig.7. )rriangulum mMD adaequat trapezium mCF» ex n.ir., 
triangulum quoque rfRw eidcm trapezio wCF» erit arquafe (Sjn. *Alg.§.i6i.). 
Quamobrcm , fi utrique adjiciatur triangulum mE» , figura dKHnd aequabit 
triangulum ECF ($.165.). Triangulum auremKEA eft aequale rrianguloECF 
($.74). Ergofigura <iRE»d ctiam triangulo KEA erir aqualis (Sjn.^.§.i6l.). 
Hincdemro utrique trianguloeRE ,triangulum den aequabit rrapeziura KrR A 
( §.166. ). TrianguUim porro xRD adapquar trapczium K&jrA,ficuti cx nnm. 
pracedenti triangulum NRP (fig.8.) eft ajquale trapezio PCS*. Ergo,addito 
utrique trapezio bxKe , triangulum bDe aequale erit trapezio K?RA (§.i6%.)i 
adeoque etiam tritngulo den (§161.). Cumque duohujufinodi triangula bDe t 
dc n ,utpote arquiangula , fint fimilia , «qualia crunt latera ipforum homologa 
de , fD, ac protnde refta 4D feda eft btfariam in punAo e a reda BL Igi- 
tur recta quaecunaue tranfiens per centrura ellipfisdiverfa abillius axibus Scc. 
quod erat oftendendum. 
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CoROLLARlUM L { 

In ellipft retla qutcunque diverfa ab axibus tranftens per iUius 
eentrum efl diameter fecundaria. 

m. Bifariam fiquidem dividit omnes reftas parallelas langenti duftae per 
illius extremum, prout rcquiritur, ut ellipfeos diameter dici queat ($. u.) . 

COROLLARIUM II. 

jtxit ma)or ellipfeos cjl omnium diametrorum maxima, 
minima vero axis minor. 

Iij. Videlicet axis major AC ellipfis ABCD eft maxima omnium dia- 
metrorum. Quippe eft maxima omnium reftarum , quae per ellipfeos cen- 
. trum tranfeunt. Defcripto enim circuio AECF circa ipfum axim , du&a- 
qtic per centrum M re&a quacunque bm t cum tota peripheria circuli extra 
curvam ellipticam reperiatur ($.54.), re&a quoque bm cxtra eandem cur* 
vam excurret. Quamobrcm re&a bm major erit diametro »7. Eft autem 
AC = bm (Lib- yU'§-il.) Ergo axis quoque AC crit major diametro ny t 
& eadem ratione omnes alias diamctros axis ipfir AC excedet. Eodem ra. 
tiocinio palam fiet, minorem axim AC ellipfis ABCD eflc minimam om« 
Fig.i6. nium diametrorum ejufdem. Quandoquidem dutta diametro yb, defirripto- 
T.XIlI.que circa minorem axim AC circulo AECF, cum tota ipfius circuli pcri- 
pheria cadat intra curvam ellipticam ($.54.), fitquc proptere» zx**yb t 
erit etiam AC^yb, ex eo nimirum quod fit AC=sx« ilib.VU $. 11.). 

COROLLARIUM III. 

Tam diametri, quam femidiametri ellipfeos eo minoret 
funt , qtto magis a majori ipfius axe recedunt» 

114. Etenim quo magis recedunt a majori axe , recedupt magis a ma- 
xima diametro, & accedunt ad mimmam, 

S £ H Q L 1 O 

115. Hinc patet difcrimen maximum cllipfcos a circulo . Omnes nam- 
que diametri in circuio funt xquales intcr fe, minime vero in ellipfi , id- 
que profcdo ex co,quod quadrata femiordinatarum ad axim in ellipfi non 
«Int, quemadmodum in circulo , arqualu rc&angulis , qusc fub correfpon- 
dentibus portionibus ipfius txis continentur. 



THEO- 
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THEO&EMA XV. 

.' Quadrata femtordinatarum , ad quamlibet fccnndariam diametrum 
, ellipftos funt direUc inter fe, ut rttlangula contenta fub 
correfpondentibus porticntbus ipfius diametri. 

116. fte&a BL fit una ex diametris fccundariis cllipfeos ABCL , cjufque - fc 
axis AC. Ducantur autem ad ipfam diametrum BL femiordioatx ca, MA^^lv! 
»D . Dico quadratum femiordwatx ea cfle ad quadratum femiordinatxMA, 
ut rec>an"ulum cx Be in eL ad re&angulum cx BM in ML. Quadratum 
quoque iemiordinatx MA efle ad quadratum femiordmatx »D, ut eft rc- 
aangulum ex BM in ML ad re&angulum ex B» in »L. ; 

Pemonftrttto . . . t 

• * r • . •■ ]•'.' • . ,' ' ' ' »' ii t.' ••,'••• * . 

Per extrema punfta B, A diametrorum BL, AC ducantur tangentes BG, 
AK , qux cum ipfis concurrant in pun&is K, G , & per punftum a du- 
catur recta bx parallcla tangcnti Ko> . Quoniain igitur, uc §.111. num.l 
demonftravimus , trianguium «Px adxquat trapezium KbA , fi utri- 
que demarur communc trapczium xaxA, refiduum triangulum jcAP erit 
acquale refiduo trapezio Kbax (Sjn. .Al^. $. i66.)\ quibus fi addatur trapc 
zium Hz,PG, trianjjilum HAG cm xquarlc duebu* rrapeziis Kbax., HxPG 
( Sjn, ^ilr. $. 16$.). Triangulum autcm BHK adxquat triangulum HAG 
($. ior>.j. Ergo triangalura qtioquc BHK xquabit duo trapezr» Kbaz, 
HzPG (Sjn.^Alg. $. 161. ) 9 ,ac promde, fi trapezium KbjH aufcratur tra- 
pczio Kbax, t necnon triangulo BHK » trapezium vcro , quod cx illa fuS- 
dudione relinquitur , ncmpe Hjaz, , adjiciatur trapezto H*.PG , trian- 
gulum Bby erit aequale toti trapezto XijtaP i his autem addito trapezio 
ojke 1 triangulum bae xquabit trapezium GBrP ($. 166.) • Conftat 
porro , triangulum AMK xquare trapezium BMAG ( 108.). Er- 
go triangulum bae ent ad triangulum AMK , ut cft trapezium GBcP ad 
trapczium BMAG Duo aute.m jIUi r/iangula, ? utpote xquiangula , funt fi- 
milia (£ifr. 66. ), adeoque funt intcr fe, ut quadrata fuorum laterum 
homologorum ea, MA (§. 1S1.) . Ergo quadratum femiordmatx ea erit 
ad quadratum femiordinatx MA , ut eft trapezium GBcP ad trapczium 
GBMA (Ub. /.^ 78.), ncmpc ut c.sceJTus trianguli B£G fupra triangulum 
MAE. Hujufmodi autem excediis funt dircdc inter fc , ut exceflus quadrati 
lateri» BE fupra quadramm lareris eE ad excelTum quadrati ejufdem lateris 
BE fupra quadratum lateris ME (§. 109. )icum ob parallelifmum redarum 
BG,fP,MA triangula BGE,rPE, MAE fint fimilia ( Lib.lX.S. <S'.),adeo. 
que proportionalia quadratis laterum BE, eE, ME ($. 181 .). Ergo ctiam 
quadratum lateris,(cu (cmiordinatas ea erit ad quadratum femiordi.utx MA , 
ut eft excemis quadrati lateris BE fupra quadratum lateris eE ad exceilum 
quadrati ejufdem lateris BE fupra quadratum lateris ME ( Ltb. ! 7S. \ vi- 
dclicet ut rcctangulum ex Be in rL ad rcftangulum cx BM in ML ($.49.). 

Rur- 
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Rurfus ducta per rxtremum D femiordinatac »D re&a Di ordinata ad 
axim AC, parallela tangenti AK, eaquc producta in b , nec non per pun* 
ftum a dufta recta eP parallela tangenti BG , cum rectac ax > xD lint arqua- 
lesj ficuti etiam anguli axP , D.rw» {Lib.lll.§.^ i.) , nee non anguli xaP , 
*Dm ( £& I j. ) , duo triangula aPx , xmD erunt arqualia ( Lib- F. §. 94. ) . 
Quamobrem,fi utrique adjiciatur idem fpatium xaenmx y trapeztum Penm 
arquabir trapezium Daen (Sjn.Mg§.z6^.)\ his vero addito triangulo aeb 
trapczium Penm una cum triangulo aeb erit ajquale triangulo Dbn. 
Oftenfum eft autem , triangulum bae efle a»quale trapezio Bc PG , ut 
proinde trapezium BnmG adxquet trapezium Vcnm una cum triangu- 
lo aeb (Jbid.) . Ergo triangulum quoqueDfrn asquabtt trapezium Gliww 
(lbtd.§.z6i.) . Demonftravimus autem, triangulum KMA effe a?quale tra- 
pezio BMAG . Igitur triangulum KMA erit ad triangulum bnD fibi fi- 
mile (Lih.lX.§.66.) > utpote fibi arquiangulum, ut cft trapezium GBMA 
ad trapezium GBnw , nempe ut exceflus triangult GBE fupra triangu- 
lum AME ad exceflum ejufdem trianguli BEG fupra triangulum wnE» 
ac proinde ut exceflus qnadrati lateris BE fupra quadratum Iateris ME ad 
exceffum ejufdem quadrati lateris BE fupra quadratum Iateris nE(§. 109.), 
videlicet uc rectangulum ex BM in ML ad rectangulum ex Bn in «L ( f . 49.)- 
llrgo quadrata femiordinatarum &c. quod erat oftcndendum. 

COROLLARIUM L 

Quadrata ordinatarum ad qnamlibet fecundariatx diametrum 
eliipfeos funt direftc inter fe , ut reftsngula contenta 
fub csrrefpondeHtibus portionibus ipftut diametri. 

117. Quadrata namque ordinatarttm (unt inter ft, ut qoadrata femiordin*' 
tarum ( Lib. 1. §. 1 S v ) ; cum ordinatar ad diametrum finc directe inter fe, 
ut femiordinatx ad eandem ( ibid. §. j 7. ) . 

- 

COROLLARIUM II. 

Tam ordinattty quam femiordinata\ ai quamlibet fetundariam 
dJametrum eltipfit nqualitcr difiantes a, fuo> vertUt 
rcfpctlrjc , aut a ccntro-* funt tqualet. 

w 

11 8. Demooftratur eodern modo* quo> £.$.43.44.4$. idipfurn offenfun» 
eft de ordinatii, & femiordiuatts ad. majorcm axim. 



Co. 
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COROLLARI0M III. 

Si diametri conjugat* ellipfcos fuerint aqualcs , quadrata fcmiordi- 
natarum erunt tqualia re8*ngulis> qu* fub correfpondentibus 
portionibus ipfius diametri continentur. 

119. Ut fi diametri conjugatx AR , ed ellipfcos A?D fuerint xquales, 
quadratum cujufvis femiordinatx mb xquabit redangulum ex Am in wB. Fig. 9. 
Etenim, cum quadratum femiordinatx mb fit ad quadratum femiordinatxT.XM. 
nd, ut re&angulura ex Am in n»B ad redangulum ex An in nB ($.116.) 
ficuti propter hypothefim quadratum feraiordinatx nd adxquat reftangulura 
ex An in nB , ita quadratum femiordinatx mb xquabit reclangulum ex 
Ani in >»B (lifr. J. S. 128.). 

S C H O L I 0 n: 

■ 

110. Quamvis ergo quadrata femiordinstarum ad axim tam majorem ," 
quam minorem ellipfeos non fint xqualia reftangulis , qux fub correfpon- 
dentibus portionibus ipforum axium continentur, id tamen verum univcr- 
ialiter non eft de quadratis femiordinatarum ad quamlibet diametrum. 

COROLLARIUM IV. 

Quadrata femiordinatarum ad quamlibet fecundariam diametrum 
ellipfeos habent omnia eandem rationem ad rcftangula , qua\ fub 
correfpondentibus portionibus ipfius diametri contincntur. 

m. Demonftratur eodem modo,quo §. 5*. idipfum 6ftettfum eft de 
quadratis femiordinatarum ad axim. 

S C H 0 L 1 0 

122. Tarameter propterea cujufvis (ecundarix diametri ellipfcos eft reSa 
dutta per vcrticem ipfms diametri , cjus ordinatis parallela , & ideo ellipfim 
tangens, cujus ratio ad ipfam diametrum eadem efi cum i//e, quam babct qua- 
dratum cujuslibet femiordinatc ad rettangulum contentum Jub corrcfpoudentibus 
portionibus ipfius dtametri. Quxcurnque idcirco fuperiori loco oftenfa func 
dc parametro axis, intelligi etiam debent de parametro alterius cujufvis dta- 
metri fecundarix, fi ad fibi conjngatam diameter ipfa referatur, videlicet 

l 

113; Qjutvit fecundaria diameter eUipfcos efi mtdia proportionalis iuter f;,mo. 
diamctrum fibi conjugatam , e)ufquc paramctrum . Ut fi refta AB in ellipfiT.XlV. 

ADBC 
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ADBC fuerit diametcr conjupta diamctro CD , cujni parameter fit redta 
Ch, ent TT CD. AB. CF. (§.oi.). 

I L 

114. Quadratum eu)ufvis diametri fecundarU adtquat retlangulum conten 
w fub diametro Uli conjiqata, & fub iilius parametro ($.Si.). 



tum 

I I I. 



125. (Zuadratnm vero femidiametri fecundaria efi quarta pars reclanguli 
contenti fub diametro fibi conjugata , & fub illius parametro ($.83.). 



I V. 



116. Conjugat* diametri tilipfeos funt due medik continue proportionales 
tnter fuos parametros. Si nimirum rcft* AB, CD fuerint diaroctri conju- 

ff. jTo ujS^ CafUm pmmctri red * AE ' CF ' crit * AE " 

. wti*i '. •■ • * 1 .' .y.i , -■•.: ! . . r a :. . 

127- Hinc, fi diametri ccnjugat* fuerint aqvales , ettam earum parametri 
crunt tqualcs tum inter fe , tum cum ipfis diamctris. lntqualcs vcro.fi dia- 
mctri fuerint uuquales. > /»•««-_ 

..!•.■•'. • : . .. • '. t > • ■ ..*•'.• ... 

........ VI, • ' ' ■ * 

128. SimUUer ex diametris conjugatis itla J «71/4? major efi , JMef pi rdwr 
trum tum feipfa, tum altera d.ametro mincrem. llla vero , qu* efi mintr 
habct parametrum etiam altera diametro majorem. Hinc ' 

. " ? ». - \; J » 

V I I. 

; '••.' . • • . :r — ■ .» »• ' .**.»•, • .j • « 

129. Cum axes ellipfeos finr diametri conjugata; (§. jr.), & a xis major 
fit omnium diametrorum maximai minima vero axis minor (Sn?) pa 
ramcter axis ma\oris erit minimus omnium parametrorum aliarum dtametrorum 
cllipfis, ommum vero maximus, parameter axis 



V I'I I. • --> '• " : •'•■'' •- »«• 1 

130. Quoniam autem diametri fecundariaf in dlipfi eo funt minores* 
quo magis a majori axe reccdunt ($.114.; parametcr diametri fccundari* 
mm ent 3 quo diameter ipfa remotior a majori axe , & minori proximior 

efficitur.K ■■:: > u : ,' . . 

THEO 
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THEOREMA XVI. 

Omnis diameter ellipfm bifariam dividit i quadrifariam vero 
diametri conjstgat* i & JeSores elliptici ad verticem 
oppofiti inter fe funt tquales . 

L 

131. Re&a CD fit diameter quarcunque ellipfis CADB . Dico, ellipfim 
CADB ab ipfa diamecro CD bifariam dividi. 

Demonftratio. 

Per fingula punda ipfius diametri ducantur ordinata? XZ , MN , AB, 
w», **, qua? divifas erunt bifirtam in pundis *,&,G, d t e ($.17.). Igi. Fig.io. 
tur elementa componentia fegmentum ellipticum DCA funt numero, 8c ma-T.XlV* 
gnitudine sequalia elementis conflituentibus fegmentum ellipticum CDB. 
Ergo elliptlca hujufmodi fegmenta funt sequalia (Lib. IX. §. 5 1.) t adeo- 
que &c. 

I I. 

132. Rea* AB , CD fint diametri conjueatse ellipfeos CADB ; Dieo; 
ellipfim CADB dividi quadrifariam ab ipfis diametris. 

Demonftratio . 

Etenim, iifdem poftis , cum diameter AB fit una ex ordinatis ad dii- 
metrum CD ($-71.), fintque omnes ordinatse ad diametrum CD bifariam 
divifse ($.17 ), fc^or AGC sequabit fcaorem CGB , 9c fedor AGD fe- 
aorem BGD ( Lib. ix. §. j 3. ) , cx eo nimirum , quod eorum elcmcnta fint 
numcro , & magnitudine sequalia . jEquales fiint autem eandem quoque ob 
caufam eiiam fe&ores AGC , AGD, nec non fecloresCGB, BGD, cum 
fit bM = </« , aX=sex t 6N=s</« , & aZ=sex. ($.118.) , ob sequalem 
barum femiordinatarum diftantiam a centro , totque punda fint in rccta 
GC, quot funt in reda GD (§.6$.). Ergo quatuor fcftorcs AGC, AGD, 
CGB , BGD funt inter fe sequales ; ac proinde &c 

III 

1 3 j. Recla; AB, CD fint dua? qusccunque diametri ellipfeos ADBC Di- 
co, feaores ad verticcm oppofitos AGC, DGB, ficuti etiam AGD,CGB, 
effe inter fe sequales. 
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Demonftratio. 

Scgmentum ellipticum DCA adsequat fegmentum ARD i ctim utrumque 
fit medietas ipfius ellipfis ($.131.) . Ergo, ablato communi AGD , reli- 
quum AGC erit reliquo DGB asquale (Syn.^lg. §.166.) . Eodem modo 
oftendam, fectorem AGD sequare fe&oremCGB. Igitur omnis diameter &cc. 
quod crat oftendendum. 

THEOREMA XVII. 

Si ex punfiis extrcmis cujufvis diametri ellipfeos dueantur intra 
cllipfim dua rcft* parallcltc , ilU aquales erunt iuter fe t 
& refta illas conjungens trit diameter ipfius ellipfts. 

• 

p: p , 7> Recta ab fit diameter ellipfis ACBD , atque ex illius exrrcmis punflis 
TXIli.d» b ducantur intra ellipGm rc&as parallelae ac t bd t quarum cxtrema d t c 
jungantur rccta de. 



134. Dico primo, rectas ae t bd efle inter fe jrquales. 

■ 

Demonftratio. 

Qiioniam reftje t e , b d funt parallela» , erunt ordinatse ad aliquam dia- 
mctrum ipfius cllipfis. Sit ergo hujufmodi diameter reda AB. Itaque cunx 
reda; ae t bd fmt parallelx, anguli eab t abd erunt xqualcs(li&. IV. $.15.). 
wtquales funt autem etiam anguh an% t ynb ( Lib. 11!.$. 51.). Igiturduo tii- 
angula nza t nby habent duos angulos duobus angulis xquales, alterum al- 
teri. Habent porro etiam latera an, nb ajqualia ,quae xqualibus angulis ad- 
jacent ($. 68.). Ergo latcra quoque ax t yb erunt sequalia (Lib.V. $-93«). 
Conftat porro, clTc a e , db=sa% , by (Lib.l. $. 127.)* cum fic aezsiiaz t 
& dbsss lyb ($. 17.). Ergo ctiam rectx ae t db erunt inter fe atquales ( Lib.l. 
§. 118.). 

I L 

ijj. Dico l. reclam de efle diametrum ellipfeos ACBD. 

Demonftratio. 

Quandoquidem recta conjungens extrema puncta d, e reftamm db t ae 
tranfit per centrum n ellipfis ACBD. Etenim , fi fieri poteft, cadat hujuf. 
modi recta extra centrum n, ut linea dxe. A centro autem n ad extrema 
puncta d t e ducantur re&se nd,nt. Cum igitur ob paralleUimum recta. 

rum 



- » 
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rum ae y db anguli altemi eab, abd fmt asquales ( Lib. IV. §. if.) , ftcuti 
etiam recxa? an ,nb ( $. 68. ), nec non rccta; ae, db ($.118.)» bafes quo- 
que ne,nd triangulorum nae,nbd erunt aequales (Lib.V. §. 73.) . Duo 
ergo triangula nae 9 nbd func inter fe mutuo xquitatera ; ac propterea ha- 
bent angulos ane, dnb xqualibus lateribus ac, db oppofitos , inter Cc 
zquales ($.85.). Igitur duat reclr >i d , « r funt in direftum pofitar , feu 
tinam redam dne conftituunt ( Lib. Ul §■ 5 ? . ) . Pofita eft autem refta etiam 
linea dxe. Ergo dux refta? d x e, d n e fpatium claudunt , quod repugnat 
(Lib.lV.S.f.) . Igitur re&a conjungens extrema punda d , e tranlit per cen- 
trum ellipfis ACBD » ac proinde eft illius diameter {§. fil.). Si ergo ex 
punchs extrcmis &c. quod erat oftendendum. 

THEOREMA XVIII. 

Si in majori axe ^iC ellipfcos JhfHjC duo fumantur punfta a, b, quorum 
ea fit dtflantia a fuo refpcft.vc vertice ^> C, ut tam rcftangulum ex 
in aCi quam re&anguLum ex Cb in h.A fit dquale quadranti 
figurt ipfius axis *AC , rct~t& az , bz dutltt ex tllis punUis a , b 
ad quodvis punttum z curvx elliptic* , aquales angulos 
az£, bzf confiituunt cum retta tangentc EF per 
iilud puntium z traduSa, 

136. Ducantur tangentes verticales AE . CF occurrentes tangenti larerali Fip.fr. 
EF in punfiis E, F . Ipfa vero EF,iicuti «lam axis AC direfte produT. XIV. 
cantur, donec fimul in punAo D concurrant . Tum ex datis punftis a , b 
ducamur ad punda E, F reda? aE, aF, bE t bP. 

Demonftratio. 

Ouoniam igitur ex fafta hypothefi re&angulum ex \a in aC eft srqua- 
le quadranti iigurae axis AC; eidem vero quadranti atquale itidem (it re- 
ftangulum ex AE in CF ($.104.), reftangula CF X AE , *CX A4 erunt 
inter fe aequalia (Syu.^lg $.259..)* & hinc habebitur CF. aC =a A*. AE 
(L:b.lX.§. 114.). Duo autem anguli «CF, 4AE funt srquales inter fe (Lib. 
111.$. 37.), utpote recli (§.14.). Ergo duo triangula aCF, 4AE erunt fi- 
xnilia (Lib.lX.§.6$.)>& anguh C4F , AE4 , qui proportionalibus lateribus 
continentur , erunt sequales (§.1.) . Duo autem anguli A4E , 4EA valent 
unum re&um (Lib.V.S.47.) . Igitur duo quoque anguli CaF, AaE fimul 
fumti unum rectum atquabunt ($.40,). Tres porro angufi A4E, EjF,C.iF 
conMciunt fummam duorum recxorum ( Lib. 111. §.qz.). Igitur, fublatis an- 
gulis AaE, GjF unam redum srquantibus,reliquus F.iF erit uni recxo aequa- 
)is,feu erit recxus. Haud dillimiU ratiocinio palam fier,etiam angulum EfcF 
efle reftum. Igitur, cum angulus re&us in lemicirculo confiftat (Lib.Vll. 
$.j2.) y bifariam divifo latere EF in pundto/, (emicirculus defcriptus cen- 
tro j, intcrvallo ^E tranObit per punfta 4, b , ut femicirculus EabF 1 ac 

D z pro- 
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proinde anguli AfrE, «FE, otpote in eadem circuli portione confiftentes, 
erunt inter fe scqualcs ( Lib. 1V.§. 15. ). 

Modo pcr pun&um E ducatur recta de parallcla reftx fcF, qux concurrat 
in punfto e cum recla bx directe producta, occurrat vcro rcctx DC in pun- 
ftod. Cum itaque anguli eEx,xVb, ficuti ctiam anguli Eex,xbE , fint arqua- 
lcs ( Lib. IV. §. j 5.) , quatcnus funt altcrni ; xquales itidcm fint anguli ad ver- 
ticcm oppofiti Exe ,bxF (Ub.ltlf.li.), duo triangula Exe , xfeF erunt fi- 
milia ( Lib.lX.§. 66.)) ac proinde habebitur feF. Ec=Fz.. xE ($.<S7-77-)- 
Maniieftum eft autem,elTe Fx. ^E = FD.ED ($. 105.) , & |>F.dE=FD. 
DE ( I/fr. IX. §. 5 9. ) . Ergo erit 6F . Ec =3 feF . </E ( Ltb. I. $. 7<5. ) , & ideo 
E* = </E ($. 10$.). Angulus autem dLb eft rectusj cum fit xqualis angulo 
alterno EbF ( Lib. IV.$. 1 j.) , qui itidem eft rc&us, ut fupra demonftravi. 
mus. Ergo angulus qooque cLb erit re&us, duoque idcirco triangula bLd , 
"Lbe , ita erunt xquaha , ut angulus Ebe , five Ebx. , adxquct angulum dbL , 
feu «fcE {Lib.V. §.%!.)', cV idco, cum oftenfum fucrit, angulum aFx xqua- 
re angulum abE, angulus xT-z. angulo itidem Ebx erit xqualis (Syn.Ulg. 
$. 1 - ■ • • Conftat porro, xquales angulos in eadem circuli portione confi- 
llere (Lib.V 11 §.71-). Igitur in eadem cireuli portione erunt angull a¥x 9 
TJbe , five xbz i adeoque defcribi poterit circulus xxbF tranfiens per pun&a 
x t x, b y Fi proinde circumicribens quadrilaterum xxbT . Omnis autem 
quadrtlateri circulo infcripti duo quolibet oppofiti angult valent duos re- 
ctos (jT.8i.). Ergo duo anguli xbF, xxF quadrilateri xxbF crunt xquales 
duobus redis} cumque angulus xbF jam oftenfus fit reaus,re&us fimiliter 
erit angulus jrxFi atque adeo etiam angulus .rt.ll, quod duo xxF> xxE fi- 
mul fumti valeant duos reftos ( Lib. 111. §. 40. ) . R.cfta igitur XX ad per- 
pendiculum infiftit reft» tangenti DF ($. 24.) . 

Rurfus quoniam etiam in quadrilatero axxE duo oppofiti anguli Eax , 
xxE funt rect i , circulus ei circumfcribi poterit circa latus E* , qui nimi- 
rum tranfeat per quatuor pun&a a,x,X,E quemadmodum circulus xxbT 
tranfit eandcm ob caufam per quatuor punfta x,x ,b, F quadrilateri xxbF. 
Igitur duo anguli axE, axE, utpote in eadem portione axxE circuli Eaxx 
confiftentes, erunt inter fe xquales ( Li!> VII. <$. 7?. ) . Eadem rationc xqua- 
les erunt inter fe duo itidem anguli bxF , bxF , quatenus nempe etiam ipfi 
reperiuntur in eadem portione bxxT circuli bTxx. Duo autem anguli axE, 
bxT funt inter fc xquales (£16. Iil.$. < 1.) . Ergo xquales erunt inter fe duo 
itidem axE, bxT (Sj*.^ilg.§.i jj.). Itaque fi in majori axe&c.quod erat 
&c. 

COR.OLL ARIUM I. 

137. Hinc omnes luminis radii incidentes ex puncto b in curvam el- 
lipticam ANC, ut radii bN, bM, ita ex ilia refiliunt, ut in punfto 
a omnes fimul colligantur . Similiter omnes , qui ex punfto a erum- 
pentcs , mcidunt in eandem curvam , viciifim in punfto b omnes fi- 
mul poft reflexionem uniuntur . Enimvero , cum ex Catoptrtca re- 
flexio iuminis ex fpeculi fupcrficic ea lege pcrpetuo fiat , ut angu- 

lus 



Digitized by Google 



Liber XV. yj 

us reflexionls fit asqualls angulo incidentiat, & hujufmodi anguli fpeftcn- 
tur in curva fuperficie penes re&am tangentem curvam ipfam fuperficicm 
in pun&o incidentia», res perfpe&a eft, omnes radios luminis,qui ex pun- 
&o b incidunt in curvam ellipticam ANC, reflectt ex illa non pofle,quin 
omnes tranfeant per punftum a, Sc vicilTim quin tranfeant per pun&um b, 
qui ex pundo a in eandem curvam cadunt . Du&is namque tangentibus 
%u, mn per punfta incidentiae N, M, conftat, angulos bUu,aHz, ficuti 
etiam «Mm, bMn, efle inrer fe a?quales. Duo igitur pun&a a , b funt /#- 
ci, five umbilici jellipfeos ANC ($.83.). 

COROLLARIUM II. 

138. Quamobrem foci, fivc umbilici ellipfeos fiint duo punCfa axit maj*- 
ris , quorum utrumque ita difiat a fuo vertice , ut reftanjulum contentum fub 
axis portionibus per eorum almum abfciffis , quartam partem feur* ipf"« 
4xis adaquet. 

COROLLARlUM III. 

Vterquc focus ellipfeos ita diflat a fuo vertice , ut reftangulum 
contentum fub fegmentis axis ab illo determinatit , fu 
aquale quadrato minoris femiaxis . 

139. iTt fi foci ellipfeos ABCD fint pun&a a , d, 8c minor axis AC , 
xeftangulum ex Ba in aD , ficuti etiam reftangulum ex Dd in dB> , erit 
sequale quadrato minoris femiaxis Ab . Conftat enim, hujufmodi quadra- 
tum efle xquale quadranti figurx majoris axis BD ($. 8j. ), cui illa iti- 
dem re&angula funt xqualia. 

THEOREMA XIX. 

Hecla linea duUa tx foco ellipfeos ad extrenmm minoris axis eft 
aqualis femiaxi majori. 

140 £x foco d ellipfeos ABCD ducatur ad extremum A minoris axis 
CA refta dt\. Dico, re&am d.\ efle xqualem majori femiaxi Db. 

Demonftratio. 

Cum reftangulum cx Dd in dB> fit xquale quadrato femiaxis bK ( §. 
139), quadratum femiaxis bA una cum quadrato fegmenti db erit xqua- Fig.ii. 
le reftangulo ex, Dd in dB una cum quadxato ejufdem fegmentl db (5>n.T.XlV. 
>Algcb. §.i6i.). Re&angulum autem ex Dd in dB una cum quadrato fcg- 
menti db eft xquale quadrato femiaxis Db ($-94- ) • Ergo etiam quadratum 
femiaxis be\ una cum quadrato fegmenti db erit sequak quadrato femiaxis 

Elcm.MatbT.ir. D 5 Db 
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Db (Sjn. ~4lg.$. i6z. )• Maoifeftum porro eft, quadratum reft* dA arqua* 
re quadratum femiaxis bA una cum quadraro fegmenti db {Lib.Vl.§. 37.)» 
eum angulus dbA trianguli db A fit re&us ($.31.). Ergo quadratum reda? 
dA erit itidem arquale quadrato femiaxis Db ( Sjn.^dlg.S. x6t.i ac prOinde 
re<5t* D£, 4 A erunt inter fe a?quales (Libj.§.\%-j.). Itaque re&a linca c*c. 
quod erat ofteodendum, 

THEOKEMA XX. 

Foc/ ellipfeos aqualiter diflant ab illiut centro. 

- 

141. Punfta d, a finr foci ellipfeos ABCD. Dico, eorum diftaotiai bd, 
ba a ccotro 6 ipfius elliplis eflc aequales, 

Demonftratio. 

Ex ipfis focis dy a ducantur ad extremum punftum A minoris axis CA 

reftai dA, aA. Igitur quoniam tam rc&a d A , quam refte a A ada?quat 
Jtg.t». fcmiaxim majorem Db ($. 140.), ipf«rfA,4A erunt intcr fc xquales ( Syn. 
f.XIV.^/^ ac proinde tnangulum dAa erit ifofceles (Lib.K §.if. ). Re- 

£ta aatem A& ad perpendiculum infiftit bafi da ($.31.). Ergo rec"U da di. 

vifa erit birariam in pundo b ( Zifc.K /.78.), fcu erit bdzsiba. Foci itaque 

ellipfeos &c. quod erat oftendendum, 

COROLLARIU M, 

... ... 

foci eliip/eos aqualiter dtflant a fuo vertice. 

141. Nimirum diftantia dD foci d a vertice D erit sequalis diftatiti* «B 
foci a a vertice B. Quandoquidem cum fit bdsstb* ($.141.),«: fcD=j>B 
(£. 18.), erit etiam bD — bdszbB — ba (Sjn.^ilg.$.i66.) t five /iDsaaB. 

THEOREMA XXI. 

Semiordinata ad majorem axim ellipfeos dufta ex e)us foco adtfuat 

. femiparamctrum tpftus axis. 

145. Rcfta AC fit paramcrer majoris axis AB ellipfcos ADB , ex cujus 
foco a ducatur femiordinata ab ad ipfum axim AB. Dico , femiordinatam 
ab arquare dimidiam partem parametri AC. 

Demonftratio. 

Fig.ij. Quoniam re&angulum cx Aa in «B eft ad quacratum ax femiordtnata» 
T.XlV.«&iUt axis AB ad parametrum AC ($. 75.),rec"rangulum cxA* in «B eric 

ad 
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td qtiaclratum ax femiordinata? ab, ut rectangulum ABNC figura» ipftus 
txis AB ad qtiadratum AedC ipfius parametri AC (Lib.l §.jS.)i cum re- 
ctangulum ABNC fit ad quadraturo Ae dC 9 ut AB ad Ac , five ut AB ad 
AC, nempe ut eorum bafes (Lib. ]X.§.<)1.). Ergo altemando , quadratum 
ax femiordinatx ab eiit ad quadratum ArdC parametri AC,ut cft rcclan- 
gulum cx Aa in «B ad reftangulum AliNC (Lib.l. §.iz^.). Reftangulum 
autem ex Aa in aB eft in ratione fubquadrupla ad re<5tangulum ABNC 
(§. 138.). Ergo etiam quadratum 4* femiordinatar afrcrit in ratione /«6- 
quadrupia ad quadratum AedC ptrametri ACi ac proinde rccta crit 
in rttione fubdupla ad parametrum AC,ncmpe erit labzzsAC (Ljb.lX^.ijy). 
Itaquc femiordinata &c. quod erat oftendendum- 



Si refta linea fecla ftt uteunque,duo reSangula coatenta fub tota, 
& partibus fimul fumta erunt tqualia qmdrato totius. 

144. Recta AB fefta fit utcunque in pun&o 4. Dico, recTangulum er 
AB- in Aa fimul cum rectangulo ex AB in aB xquare quadratum totius AB. 



z=z mm — mn. Quamobrcm crit quoque AaXAB + dBx AR-=:mn-*-mm — wnT.XIH. 
( Sjn.*Alg.§. a<5j.). Eft autem mn mm — mn=imm. Ergo duo reftangula 
A«XAB, «BXAB fimul fumt» crunt zqualia quadrato totius AB. 



Defcripto circa re&ara AB femicirculb AbB \ erecYa ponatur ex pundto « 
perpendicularis ab , juncrifque punctis fe , A rcda bA y 6c pundtis b y B reda 
bB y conftitutum habebitur triangulum rcdangulum BbA y in quo latus b\ 
erit media proportionalis intcr totam AB, & partem A4, Sc latus bB me- 
dia itidem proportionalis intcr totam AB, & partem tfB ( Lib.lX.§.ja..) . Igi- 
ttir re&angulum ex AB in Aa erit xquale quadrato re&x Ab , & re&angu- 
lum rx ABin aB quadrato recb» bB ($.111.). Duo autem quadratt redta- 
rum Ab y bB aequalia funt quadrato totius AB (Lib.yi.§. 37.). Ergo etiam 
duo rectangula AB X Aa r AB X <zB erunt eidem quadrato totius AB xqua- 
Ii* (Sjn.Jbj.§. 161.). Itaque fi refta &c. quod erat oftendendum. 



L £ M Jf u rr. 
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Demonftratio II. 
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THEQREMA XXII. 



Jn ellipfi diflantia focorum eft media preportionalis inter latus 
tranfverfum, ejufque dijfcrcNiam a latere rcUo. 



14?. Sint a> m foci elltpfeo* ADB,lams tranfverfum re&a AB, parame* 
i^ter BE, & differentia lateris tranfvcrfi AB a re&o BE fit refta EF. Dico, 
* 'rcaam a m utroque foco terminatam , efle mediam proportionalem inter 
litus AB*& differeotiam.EE. 



Quoniam re&ar aG,mG funt arquales ($.141.), fcu re&a am efl dupla re<3ar 
Gm,quadratum reSar am erit quadruplum quadratt tedxGm (Lib.lX.$Ayi.). 
Ke&angulum autem ex latereABin parametrumBEcft itidem quadruplum re* 
ttanguli cxAm in mB ($.138 ). Ergo quadratum re&a*<tmuna cum re&angu- 
lo reftaj ABin rectam BE crit itidem in rarionequadrupla ad quadratum re&e 
Ci» una cum re&angulo rectaeAm in redfcam mB (£/&./. $.144.). Reflangulura 
autem ex A m in m B una cum quadrato redas Gm eft arquale quadrato re- 
&x GB ($.49. ). Igitur quadratum reftar am una cum reftangulo refta» AB 
in BE erit fimiliter in ratione quadrupla ad quadratum rcct.x GB (Lib. I. 

iiz )jcumquc ejufdem quadrati femiaxis , five rc&a» GB quadruplum 
quoque fit quadratum totius- axis AB (Lib.lX.§> 171.), quadratum re&x am 
una cum reftangulo rec"fce AB in BE erit arquale quadrato totius rcftar Att 
( Lib.h§. 105.). Conftar porro quadratum rcda? AB efle xquare duobus re- 
dtangulis ex AB in BE, & ex AB in EP (/. 144.). Ergo quadratum re&a? 
am uoa cum redangulo ex AB in BE erit jequale duobus re&angulis AB 
XBE,ABxEF (Sjm.^ilg. $.z<Z\.). Quamobrem , demto utrique membro 
liujus zquationis communi re&angulo AB X BE,quadratum refts <tm,quod 
in primo membro relinquitur, arquabit re&angulum.AB XEF, quod fuptr- 
eft in fecundo (Syn.+Alg. §. 266. ), & ideo reda am crit mcdia proportio* 
nalis iotcr reftas AB,EF (,Z,i6./.$.n8,), Itaque in ellipfi &aqood erat SVc: 



Si ed punfhtm G , i« quo ellipfis jiBCD a re8a EK laterallter- 
tar.gitur ,ducatur ex illius foco a retla zGitum ipfi aC agatur 
ex centro b reSa parallcla bf occurrcns tangentiEK in F t . 
refta bf erit tqualis fentiaxi majori bD. 

146*. Ex altero fbco d ad idem punftum G ducatur recta d G , ad pun- 
ftum F rcfta JF, atque ad tangentem EK reda dK ipfis bV,aG parallela. 




Demonflratio . 



THEOR.EMA XXI IT. 



Df- 
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Demonflratio. 

Quoniam igitur tara angulusKG</($. 1 3 <5. ) > quam angulus GKd (Lib.lK 
§. 14.) adaequat angulum EG«,duo i!li anguli erunt intcr fc a»qua!es (Sytu 

259. >, adeoque etiam latera K</, dG rrianguli KdG crunt aequaliaFig.t?, 
( Lib. V . §. <5j . ) , feu triangulum KdG erit ifofceles. In triangulo autem GJdT.XlV^ 
habetur de. eGsndb.ba (Lib.JX§. 55.), ficuti ctiam KF. FG =£</<*. cG in 
triangulo GK</, 6c ideo KF. ¥G=sdb.ba ( Lib. J.§.j8.). Ergo, cum fit d\r 
=sba ($.141.), crit quoque KFssaFG (Lib.l. 47.)* reclaque </F in tri- 
angulo KdG ad pcrpendiculum bafi KG incumbet (Lib.V.§. 89.) 1 Sc ideo 
uterque angulus KF</, Grd erit reftus. Htnc, duclis tangentibus verticalibus 
DH, BE, nec non ex punfto D ad pundum F recla DF, ex punclo d ad 
pun&um H recta </H , ex pun&o B ad gunc"him F rcdtr BF , cV ex pundo 
E ad puodum d re&a Erf, duo anguli oppofiti HDt/, HF</ in quadnlatero 
HD</F erunt recti, ficuti etiam duo </FE,</BE in q iadrilatero F</BE. Quam- 
obrcm circulus defcriptus circa rectam lincam H</ tranfibit per quatuor pun- 
Cti H, D,</, F, & circulus dcfcriptus circa re&am </E tranfibit itidem 
per quatuor puncla F, </, B, E (Lib. F1J.$. 81.). Igitur duo anguli DHd r 
DF</, utpow in eadcm circuli portione confiftentes , erunt inter f» arqua- 
les ($.73-), quemadmodum eandem ob caufam etiam anguli 3FE, BcfE» 
Oftcnfum eft autem §. ijd. angulos DH</, B</E efle xquales. Ergo duo quo- 
que anguli DF</, EFE erunt inter fe cquales ( Syn. ^dig. §. 1 y 9. ) i ac proin- 
de, fi utrique adjiciatur angulus </FB, anguius DFB squabit angutum </FE 
($. i<5<5.). Demonftravimus autem, angulum </FE efle re&um. Igitur ctiam 
argulus DFB erit rcctus, & ideo fi centroi, intervallo bD defcribatur cir« 
culus DMB, is tranfibit per punftum F (Lib.VJJ.S.~}%.)i reftaque propte^ 
rea b¥ arquabit reftam r feu fcmiaxim majorem bD (§. 10.). Si crgo ad pun- 
cuiru &c. quod erat oftcndendum. 

THEOREM-A XXIV, ' . 

Si ex fecis ad quovis putiftum cutva clliptic* inclintntur 
dux rctl* linc* , earum fumma aquabit majorem 
axim ipfius eilipfis. 

147. Ex focis d , a ellipfeos ABCD ad quovts punftum G curvar cllu 
pticae ducantur reftz «G, aG. Dico, reftas </G, «G funul fumtas xqua~ 
re axim majorem DB. 

Detnonftratio. 

* . 

Etcnim, ducVis reftis 6F, </K parallclis inclinatar^G , qti* occUrranf tan* 
genti lateraliKE,&:fimul junftis punctis d ,F rec"ca</F ,cum in trianguIodG* 
• fit Ga . ffc = «/.:. k'A ( Lib. IX. $.59. ) ,cnt Ga=tibe , -ficuti eft dazsxdb ($.14-1). 

Eadcnv 
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Eadem ratione quoniam in triangulo KdG habctur Kd. Fe = KG . FG, 
quemadmodum cft KG=riFG (ex Demonfl §. 146.) , ita cnt Kd=: z Te . 
Eft autem dG=.dK (exDcmonfl. $.146.). Ergo crit ciiam </G = zFe» 
tc proinde a G ■*■ d G sa i b e + z Fe ,five 4 G G=: 2 & F. Conftat autem , 
cfle &F=:/>D ($. i46.),& ideo ii>F = DB. Igitur erir aG+dGcsDB 
(S;n.^. $.i5)i.). Si crgo cx focis ftc. quod erat oftcndendum . 

COKOLU t IVM V. 

inclinat* ex focis ad fingltld pmBa curvnt elliptiot 
funt omnes mter fe aquaics. 

148. Ut fi «x focis d>a ducantur ad purcla N, A,P eurvar ellipticx 
DAB reda? iN,«N» dA, «A*dPi«P, crit «/N * aNr=!</A + Aarra 
dP + aP. Perfpicuum fiquidem eft,efle tam dX+aN, quam </ A <i A , G* 
cuti etiam </ P + d P = DB ($.147.): 

THEOREMA XXV. 

SeSlio cjlindri neque circulo bafcos parallela , ne^ue fubcontraria , 
cujus axis cum dixmetro bafcos cylindri extra bafim ipfam 
concurrat , efl ellipfis conic* ellipft omnuto fimilis . 

149. Efto TabK fectio cylindrt ABDC circulo bafeosBD minime paral. 
lela , neque fubcontrarte pofita , cujus axis FG y nempe communis fe&io pla- 

T*Ytv n '* A ^ C ^ P cr a * im >& plani YabK fe&ionem ipfam determinantis,concur- 
T,XIV *rat extra cylindrum cum diametro BD bafeos ejufdem in pun&o E. Dico, 

feaioncm F<*6K efle ellipfim ejufdcm omnino indolis cum ea, qua? ex cono 

deducitur. 

Dcmonftvntio. 

Ut fectio TabK fit ellipfis omnino fimilis ellipfi eonicar, duo oftcndcn- 
da funt , videlicet primo : quadrata femiordinatarum ad axim in fc&ione ip- 
fa TabK efTe direfte inter fe, ut re&angula, qua? fub corrcfpondentibus 
portionibus ipfius axis continentur. Secundo : illa quadrati non cflc hifcc 
rectangulis xqualia. 

Ad primum ergo qttod attinet,in axe FG fumantur duo quarcunque pun- 
cta </, e y per qua? agantur reda? LM , HK in plano per cylindri axim tra- 
ducto, qua? fint parallela? tum inter ie, tum diametro DB circuli bafeos 
BmD. Ex iifdem itidem punftis d> e ducantur rc€tx da y eb parallela? re- 
fta? mn aJ redtos angulos diametrum BD circuli bafeos BmD fccantij ac 
proinde etiam inter fe parallela? {Lib.lF.§. 17.), atque reflis LM, HK per- 
pcndiculariter infiftentes ob eandem fcilicet inclinationem ad planum ABDC 
tum plani, in quo fint re&x ad, mn, tum plani,in quo fintrecta? be y mn- 
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Si ergo eylindtus ABDC fedhis concipiarnr duobus phois, in quorum al. 
tero teelx LM , ia y in altero recbe HK, be pofitx conciptatitur , fe&iones 
L*M, HfcJC crunt circtili (Lib. ix.§.8i.) quorum diamctris LM, HK re- 
ctx ad, be erunt perpendiculares. Igitur quadratum re&x ad erit xqualc 
refhngulo ex Ld in </M, & quadratum reftx fce reftangulo ex Hf in fK 
{Lib.lX.§. 113.)* atque adeo quadratum re&ae ad erit ad reclangulum Ld 
X</M, ut quadratum rcftx be ad refhngulum H;X(K; & alternavdo, 
quadratum reftx ad erit ad quadratum reftx be , ut reftangulum L</X</M 
ad rcftangulum Hc XeK (Lib.l.§. nj.). Refbmgulum autem L</X</M cft 
ad refUngulum Hf Xf K in ratione compofita ex ratione reft» Ld ad re. 
dam Hf , fc cx ratione reflx </M ad reftam e K , bafitun fcilicet, & alri. 
tudinum (Lib.lX. §. 105.)! adeoque in ratione compoftta ex ratione re&x 
F</ ad rcdam Ff , & ex ratione reftx dG ad reftam eGj cum fit F</. 
Ff = L</. Hf,cV </G.fG = </M. eK ( Lib. IX. §. 5 9. ) , propter parallc- 
lifmum fcilicct reftarum L</, Hf in triangulo HFc, & reftarum </M,fK 
jn triangulo </GM. Ergo etiam qtiadratum refrx ad erit ad quadratum rcct* 
fce in ratione compofita cx ratione reftx F</ ad reftam Ff,&ex rationere- 
ftx dG ad reclam rG. Manifeftum porro eft , rcftangulum F</X</G effe ad 
rcfhngulum Ff XfG in ratione compofita cx ratione reftx V d ad rcfhm 
Ff ,fc ex ratione reftx </G ad refhm eG, videlicet bifium, & altitudinum 
($.iof.). Igitur, ut refhngulum Td X</G ad refhngulum Ff XfG, ita eft 
quadratum refhr ad ad quadratum refix be ( Lib. I §. 76. ) . Quadrata itaque 
femiordinatarum ad axim in feftione cylindrica YabG funt direftc intcrie, 
Ut rcftangula fub correfpondentibus portionibus ipfius axis comprehcnfa. 

Quod vero fpefht ad alterum , perfpicuum id fiet, fi oftendatur, feftio. 
rtem T-abG non cffe circulum . Sttmto igitur in axe FG punfto medio x, 
& per illud dufia refta NS in plano parallelogrammi ABDC,nempe fcftio- 
nis cylindri per axim , parallcla lateribus AB, CD, agatur in eodem pla- 
no per idem punftum x refta PT parallela lateribus AC,BD. Certum eft, 
reftam PT dtvifam eflc bifariam in xi cum fit Pxe=sAN, Sc jrT = NC 
(1/6. J7.$ . 2$.). Certum quoque eft, feftionem perafhm plano,in quo fint 
refta PT, & tecta xx. ducta in plano feffcionis TabG, parallela teftx t»n, 
efTe circulum. Igitur reftx Px,xt, t utpote radii ejufdem circuli, crunt 
sequales (L\b.Vll.§. 10.). Rcfta autem Fx eft maior refta Px ( Lib. V.f^.)t 
cum fit oppofita majori angulo FPx in triangulo PPxt & eadem fation» 
etiam recia xG excedit rcctam xT ipfi Px xqualem, Ergo pundum xfum- 
tum in medto diametri FG figurx curvtlinex Fa£»G non eft hujufmodi,uc 
omnes rectx, quai ex illo cadunt in curvam FafcG, flnt inter fe xquales. 
Igttur feiStio ¥abG non eft circulus j atque adco Scc. Itaque fcftio cylin- 
dri &c. quod erat oftendcndum. 

S C H 0 L 1 O V.. 

150. Quarcunque ergo de conica clltpfi hafienus demonftravimus , de el- 
lipfi cyltndnca itidem funt intelligenda. 

C A- 
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CAPUT TERTIUM. 

De Parabola. 
DEFINITIO I. 

Fig. j. »S«« T>^f r ''^ H«*f«r com feRio, qux fit plano parallelo lateri ipftus 
T.XUL f eu CMjns axis a coni latere aqualiter ubique diflat. Sic fedio 

DEF coni refti BAC parabola nuncupatur . Planum quippe GD , quo illa 
perficitur, arqualiter ubique diftat a latere AC coni, ejuique propterea axis 
EL eft eidem lateri parallelus. 

COROLLARIVM. 

151. Hinc curva parabolica in fe non redit , quemadmodum ellipticai 9c 
ideo unus tantum efl parabol* axis , & unus vertex . 

THEOR.EMA I. 

ln parabola quadrata femiordinatarum ad axim funt 
dtreBe inter fc, ut correfpondentes abfciff*. 

ijj. In cono refto BAC fpeaetur feaio parabolica HDK , cujus axls 
fit refta DE, Sc femiordinatx ad illum reftas ab , xe . Dico, quadratum 
T - xv - femiordinat* ab elle ad quadratum femiordinatae %e , ut cft abfcifla Dk 
ad abjciflam De . 

Demonftratio. 

Quoniam tam refta ab , quam recia xe eft parallcla rcSae HE in plano 
circuli bafcos BHC exiftenti ($.17-), fi per punfta b y e ducantur red* 
FG, MN, qu* fint in plano trianguli per axim , &r diametro, fcu bafi BC 
ipfius trianguli fint parallela?, planum, in quo fint te&x ab y FG,erit pa- 
rallelum circulo bafeos BHC, ficuti etiam planum , in quo fint re&e *.c, 
MN. Igitur feftiones FaG., MxN erunt rirculi (Lib.X!. $.91.), quorum 
diametrx eruot te€tx FG , MN , illifque ad perpendiculum infiftent k&x 
ab, xe, ficuti reda HE eft diametro BC pcrpendicularis » cum nempe ca, 
dem ubique fit inclinatio plani feaionis HDK ad planum BAC trianguli 
per axim . Igitur quadratum femiordinatar ab squabit rcaangulum ex Fb 
in K3, & quadratum femiordinatae %e reaangulum ex Me in cN(Lib.lX. 
§.H}.)i atque propterea quadratum femiordinatx ab erit ad reaangulum 
ex F6 in bQ , ut eft quadraium femiordinata; z e ad reaangulum ex Me 
in fN, * altcrnando, quadratum femiordinatae ab cnt ad quadratum femi. 

or- 
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ordinata» *,f,ut rechngulum ex Vb in bG ad reSangulum cx Mf in fN 
( / [' I. 1 1 5 ). K.c&angulum aucem ex Ft» in t>G eft ad reftangulum ex 
Mr in f N, ut eft recta Ffr ad rc&am Mf , nempc ut corum bafes (Lib. 
IX. 9 j. ) i cura recta» t»G, fN, quc haberi poflunt velutt eorum altitudi- 
ncs, fint inter k arquales ( Lib. VI. § io. ) , utpote latera oppofita parallelo- 
grarami GifN. Ergo etiam quadratum femtordinatr ab erit ad quadra* 
tum feraiordinatx xe , ut eft refta Fi ad re&am Mf (Lib. l.§. 77. ) . Per- 
ipicuum porro eft, re&am Db in rriangulo MD.* efle ad reftam Df , ut eft 
rccta Fb ad re&am Mf (Lib.lX $ fo), propterea quod re&ar F6 , Mf fint 
in ipfo triangulo inrer fe parallelar. Jguur quadrarum femiordinatat ab erit 
ad quadratum femiordinata? %e ,ut eft abfcifla Db ad abfciflam Df (£&L 
$ 78.). Itaque in parabola &c quod erat oftendcndum. 

COROLLARIUM L 

154. Eft igitor parabola feura plan.t cnrva linea in fe minime reieunte 
cmprehenfa , m qua femiordtnatarum ad axtm quadrata funt direSe iater fe t 
ut correfpondentes abfciffx. 

* 

COROLLARIUM II 

StmiordinaU ad axim in parabola funt in ratione fubduplieata abfciffarumt 
abfcifft vero in rattone femiordinttarum duplicata . 

15;. Videlicet io parabola BAC femiordinata a b cft ad femiordinatam 
de in ratione fubdupltcata abfctffx Aa ad abfciffam Ai . AbfciiTa vero Aa Fig. 1. 
eft ad abfciilam Ai in ratione duplicata firmiordinata? ab zd femiordina- T.XV. 
tara de. Cum enim feraiordinarat ab t de fint in ratione fttbdupdcata fuo- 
rum quadratorum (Lib.lX. §. 173.), & ratlo abfciffarum Aa, Arf non fit 
diverfa a ratione horum quadratorum f§.if $.), (erniordinatae ab t ie erunt 
quoque in ratione fubiuplicata abiciffa; Aa ad abfciffam A</. Viciulm vero 
abfctffae Aj, A<2 erunt in rartone iuplicata femiordinararum ab t iei cum 
finr inter fc, ut quadrata ipfarum femiordinatarum ab t de. 

COROLLAB.IUM III. 

/* parabola femioriinat* ai axim eo funt majores , 
qno magis a vertice recedunt. 

156". Sic in parabola BAC femlordinata de major cft femiordinata afr, 
que eft proximior vertici A. Etenim,cum quadratum femiordinata» de 
fit ad quadratum femiordinatae ab, ut abfciffa Ad ad abfciffam Ai , ficuti 
abfcifla A</ excedit abfciflam A*,ita quadratum femiordinata? de fuperabit 
quadratum femiordinat* a b (Ltb. L §. 1 18.) » ac proinde reda quoque de 
major erit refta ab. 

Co. 
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(Lib. 1. §. 1*7.). 

COROLLARIUM V. 




ijS. Poftremo perfpicuum ert, m paraboia quadrata femiordinatarum ad 
axim ea proportione continuo crefcere in recejfu a vertice , qua augentur ab. 
fcifja i atque hinc parabolam independenter quoque a cono definiri itidem 
pofle, figuram planam curva linea in fe minime rcdeunte terminatam ,in qua 
fcmiordinatarum ad axim quadrata ea proportione tn receffit a vertici augcn- 
tur, qua crefcant correfpondentes abfciffa. 



Si ex vertice axis paraboU agatur retla ordinstis ad ipfum axim 
parallela, qua illius fit longitudinis , ut quadratum umus fc- 
miordinat* adaquet retlanguUm contentum fub illa , & fub 
correfpondente abfciffa , quadratum alterius cujuslibet 
femiordinata ad axim aquabit retlanguUm , qutd 
fub UU tadem retla , & fub correfpondcntc 
abfaffa itidem comprebenditur . 

I J9- Ex venice A axis AD parabola» BAC ducatur re^a AE parallela 
FIp. «. ordinatis xb f ye 9 fitque AE tanta? longitudinis,ut quadratum unius femi- 
T. XV.ordinatar ab adarquet reftangulum Ew«A contentum fub ipfa AE, & fub 



Quadratum femiordinatae ab eft ad quadratum femiordinata? d*,utabfcifla 
Aa ad abfciflam Ad (§.\$3.). Reftangulum autem EwaA eft ad redangulum 
BndA acqualis bafis,ut altitudoAa ad altitudmem Aif ( Ub.lX.§.ioo.). Ergo 
quadratum femiordinata; ab eft ad quadratum femiordinatse de,vtt re&an- 
gulum EiwaA ad reftangulum EndA ( Lib. t §. 78. ) . Pofuimus autem , 
quadratum femiordinatat ab atquare reaanguhim Ew«A. Ergo etiam qua- 
dratum femiordmata? de sequabit redangulum E»dA ($.1*8.). Itaquc fi 
ex vertice Scc. quod erat &c. 



THEOR.EMA II. 




Dtmonftratio. 



D E- 
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DHFINITIO II. 

160. Refta AE vocatur parameter , vel latus retlum axis AD parabol* 
BAC. Ipfe vero axis AD lattts ejufdem parabolae tranfuerfum nuncuparur. 
Quamobrem univerfaliter loquendo, parameter axis parabola? eft reSa li- 
nea dulia ex vertice axfs ord-.natis ad ipfum axim parallela , cu)us longitudo 
tanta efl , ut quadratum cu)uslibet fcmiordinat* ad axim ftt tequale rcftangu- 
h, quod fub Ula, & fub correfpondenttbus refpeSive abfciffis comprebenditur. 

COROLLARIUM I. 

t€il Taramcter axis paraboU perpendiculatiter ipfi axi inftflit ,& parabo- 
lam tangit . Res manifefta fiet , fi qux diximus de paramem axis ellipfeos, 
memona repetantur. - 

. . . . . 

COROLLARIUM II. 

ln parabola quadratum Otjuslibet femkrdinaU ad axim efl tqualc 
reSangulo, quod continetur fub paramctro , & fub 
corrfpondcnte abfciffa. 

Demonftravimus cnim , in parabola BAC quadratum fcmlordinat* 
gb effe a?quale redangulo EmaD contento fub redka AE , quz cft parx, 
raetcr axis AD, & fub abfciffa A«. 

COROLLARIUM III. 

1 6 j . Efl igitur parabola , ipfam quoque independenter a cono fpe&ando,' 
figura plana curva linea in fe minime redeunte comprebenfa t in qua femiordi- 
natarum ad axim quadrata funt xqualia rcSangulit tontentis fub parametro, 
& fub correfpondenttbus abfctffis. 

• • . %». . < . 

S C H O L I O *>{. 

16+ Ob banc aqualitatem quadrati eujuslibet femiordinat* ad axim 
cum reaangulo, qufcd fub parametro ipfius axis, & fub correfpondente 
abfofla comprehenditur , comcz hu/ufmodi feftioni nomen parabai \t , quod 
tqualittucm refert, inditum eft. 
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COROLLAIIUM IV. 

Tarameter axis parabd* efi tertia proportionalit abfcijjt, 
& femiordinatm ad axim» 

• t M ' | ' * * . 

i<5j. Videlicet in parabola BAC, cujus axis fit re&a AD, parameter AK; 
& femiordinatat ad axim redz ab, dc , habetur tt Aa. ab. A£ , ficuti 
etiam ~r Ad. de.AE. Id enim ex eo neceflario fequitur , quod quadratum 
redr ab fit aequale reftangulo ex Aa in AE, & quadratum red* rfe re- 
ftangulo ex Ad in AE ( Li*,IX §. I 18. ) . 

DEFINITIO IIL 

i6t. Si parameter axis parabola» fuerit xqualis axi ejufdem , parabola 
dicitur mquilatera. Sic arquilatera dicetur parabola BAC, fi parametcr AE 
' 'fuerit «qualis axi AD. 



DEFINITIO IV. 



* • 

167. Dire8rix t feu regulatrix paraboU efi rcBa linea duSa ex punflo e*. 
tremo parametri axi paraUela. Subdircftrix vero t ftve fubregulatrix eji reSa 
Fip. %. axi itidem parallela , paramctrum bifariam dividens. Sic re&a EF du&a cx 
T.XV. pun^o extremo E parametri AE paraliela axi AD eft direSrix parabola» 
BAC » ejufdem vero fubdireSrix refta GH, axi AD itidem paralleU , ip- 
fumque parametrum bifariam dividens. 
■ 

COROLLAHIUM. 

•• •• . . , , „ 

i*8. SubdireSrix paraboU efl direSrici parallela. Utraque enim eft paral- 
Jela axi. 

THEOREMA III. 

ln parabola BAC quadratum cujuslibet femiordinat* de ad axim 
M> cfi duptum quadrilateri *tGsd>quod femiparametro jtG, 
abfajfa ^idtfubdireSrice Gs t &reSa ds comprebenditur . 

1*9. Rc6u ds producatur in direfium ufque ad regulatricem EF.' 

Demonftratio. 

Quontam recxx AE, ds funt parallelar ($.itfo.),ficuti etiam re£be AD, 
Fie. X GH ($• angulus EAD reftus (§. 16*1.), quadrilaterum CsdA 

T.XV.erit parallelogrammum rcaangulum. Quamobrem, cum reda AE fit dupla 

rea» 
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re&x AG ($.167.) ,rectangulum quoque ALnd erit duplum reftanguli GsdA 
(Lib.lX. $.9J.),quod eadem fit utriufque altitudo Ad. Quadratura autem 
femiordinatx de adxquat reftangulum ALnd (6.161.). Ergo quadratum fe- 
miordipatx de duplum itidem crit reStanguli CsdA (Lib. I. $. io:.)j ic 
proinde in parabola cVc. quod erat oftendcndum. 

THEOREMA IV. 

5"; in parabola EAC , ctt)tts axis fit reSa ^fJD, parameter , fubdire- 
Srix HK 9 & femiordinata Fa,/jar,*f refta ba ad fcmiordinatam aF, 
ita ipfa femiordinata aF ad reSam a£ compofttam tx abfcifja ,A% , 
& ex fegmento EA axi in direSum ai\eSo , rctla EF dutt* 
ex punSo E ad extremum F ipftns femiordinata , 
crittangcns parabolm inpuntto F. 

170. Ex quovis puncto x rectx EF agatur ad axim AD re&a xd paral- 
!cla tangenti AG , atque fubdire&rici HK occurrcns in punfto N,& pun- 
c~ta E, b jungantur re&a E6: 

Dcmonflrath. 

Eodcm plane ratiocioio hatc propofitio oftenditur , quo §. 94.idipfum de 
tangente ellipfim demonftravimus . Quandoquidcm ,cum ex hypothefi jam fit 
•77 ba . al- ■ txY. , quailratum rectx aF crit xquale re&angulo ex ba in «E, icili- 
cet M« ( Lib.lX.§.i 1 1.) junde du&a diagonali Efc, ficuti rcctangulum Ma eft 
duplum trianguli bEa (Lib.VJ. $. il.), ita cjufdem trianguli duplum erit 
quadratum rc&.v aV (Lib.I§.ioz.) . Eft autem quadratum ejufdcm «F duplum 
rectanguli HbaA (\\6y.). Igitur re&angulum HbaA adxquat triangulum bEt 
(Lib.l.§. 11 3.) ,demtoque utrique propterea trapczio b)Aa 9 triangulum Hfcj» 
crit xquale triangulo 7AE (Srn. <Alg. §.166.). Triangulum autem Wby eft 
majus trapczio HNtj. Ergo etiam triangulum 7AE majus erit eodcm trape- 
iio HN37 (§. i<S4.)jquapropter,fi utrique adjiciatur trapczium ^rrfA,trian- 
gulum zLd majus erit trapczio HNdA (§.z6S.). Conftat autem,c(Te rrzdl 
dx.TLd ($-9).)> Igitur quadratum redx dx erit xquale reftangulo ex zdia 
V.d (Lib.IX.f.i U.)j cumque hujufmodi rectangulum fit duplum trianguli zTLd 9 
ejufdcm quoque trianguli duplum erit quadratum ie£tx dx. Quadratum autem 
fcmiordmatx de cft duplum re&anguli HN</A (§.i6z.). Ergo quadratum fe- 
miordinatx de erit ad redangulum HNcA, ttt eft quadratum redx dx ai 
triangulum zTid. Dcmonftravimus autcm, re&angulum HNdAdcficerc atrian- 
gulo %Ed. Igitur ctiam quadratum rcftx de minus erit quadrato rectx dx 
(Lib.I.§.ii$.);zc proindc re&a quoqaede erit minor refta dx. Igitur punftum 
.t cadit extra curvam parabolicam BAC,codemque ratiocinio demonftrabi- 
tur, aliud quodcunque punftum diverfum a puncto F extra ipfam curvam 
parabolicam reperiri . Re&a crgo EF tangit parabolam BAC in pun&o Fi 
& ideo fi axis parabolx &c. quod erat Scc. 
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COROLLARIUM I. 

Rcfta ign&ens paraboiam , in uno dumtaxat puntto ipfam tangit. 

171. Oftenfum fiquidem eft, omnia punfta reftat EF diverfa a punfto 
F caderc cxtra curvam parabolicam BAC. 

COROLLARIUM II. 

172. Si in axe <AD fumttur fegmentum am aquale reCU ab , & ducatur 
ad punftum conta&us F reUa mf , hac erit perpendicuUris tangenti EF. 
Quippc, cum fit -r ba. a¥. Ea,erit quoque -r ma. a¥. aE, & ideo an- 
gulus roFE erit reftus i cum reftangulum futurum fc triangulum EFw 

DEFINITIO V. 

173. In parabola, quemadmodum in ellipfi, refta i«F dicitur normalit 
tangenti EF, fubnormalis refta am , fubttngens vero refta Ea , quse inter 
femiordinatam *F, & punftum concurfus E tangentis EF Cum axe AD in 
dircftum oltra verticem produfto intercipiuir , 

COROLLARIUM III. 

ln parabola fubnormalis adaquat fcmiparametrum. 

174. Nimirum fubnormalis ma erit asqualis femiparametro HA . Etenim 
>n reaangulo HbaA refta ba adsquat rcftara HA ( Lib. VI. f 20. ) . Refta 
autem ma pofita cft arqualis reftat ba. Ergo refta ma fcmiparaxnctrum 
quoque HA «quabit {Syn. Ul&.$. z6$.). 

COROLLARIUM IV. 

Re 8a fubtangens in parabola efl dupla abfciffa , qua refpondet 
femiordinat* ad axim dutt* ex puntto contaflus. 

175. Videlieet in parabola BAC,qur tangatur a refta EF in punftoF, 
dufta cx punfto F femiordinata F« ad axim AD , fubrangens Ea eft du- 
pla abfciffat Aa Cum enim, ut fupra oftenfum eft , quadratum femiordi- 
natat dF adarquet reftangulum MbaE , ficuti quadratum fcmiordinatat a F 
eft duplum reftanguli HbaA (§.169.) , ita ejufdcm reftanguli HbaA du« 
plum erit reftangulum MbaE ( Lib.I. $. 101.). Duo autem rcftanguia MbaE, 
HbaA habent eandcm bafim bai funtque proptcrea eorum altitudinw Ea, 
Aa ut ipfa reftangula (Lib.lX. $. 104.). Ergo crit E«=iAn. 
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COROLLAKIVM V. 

176". Hinc fegmentum EA fubtangcntis Ea, quod extra parabolam rcperi~ 
f«r, adxquAt abfcijfim- Non cnim poteft effe E« = 2A«,nifi etiam 
fit EA=A<i. 

COROLLARIUM V L 

Kc8a tangens parabolam in vertice axis inter tangentem lateralcm r 
'dr fubtangentem comprebcnfa, efi pars dimidia femiord.mta. 
ad axim dufttt ex punfto- contatJus.. 

177. Nimirum, iifdem pofitis, re<fh An eft pars diraidia fcmiortlinattr 
aE. Qtuppc, cum, ftante hypothefi, fit «F.A»=rE4. EA ($. J9.) r eric 
*F=.rA»,.qucmadmodura eft E4=riEA (§. ljf.V 

CoROLLARIUM VII. 

Rctfa abfcindens in axc direile ultra verticem produBo fcgmcntumx 
aqjtaU abfciQ* y.tangit parabolam in extrtma pun&o fcmiordinau»>, 
qua illi abfcijfa refpondet^- 

178". Sic re&a EF erir tangens parabolara BAC inr punclo F, fi fcgmen^ 
tum EA axis AD dirccte ultra verticen* A produfti ,. fiicrk aequale abfciltar 
Aj, qua? femiordinatz «F ductz aJ axtm ex puncto F corrcfpondet . Etcrum 
produfta in dire&um feraiordinata F« ufque ad fubdirectncem HK ,.confti» 
tutoque redangulo MtaE, re&angulum MbaE erit duplum rectanguli H&«A 
ejufdem bafis ba (Ltb.lX.§. 100.). Ejufdem autem rc&anguli HbaA duplum 
eft etiam quadratum femiordinatae a¥ (§.169. ). Ergo quadratum femior- 
dinatat *F adiequat redangulum MbaE \,Lib.l.§. 103. )i ac proinde habetur 
•ff b*. aF.Ea ( £/klX. 118.).. Igitur rcda. EF tangit paraboUm BAC i» 
punao F ($.170.). 

T H E a R E M A V*. 

In parabola reCia quavis linca axi parallela bifariam dividit cmnes 
rcStas parallelas tangcnti du&a per illius extremum ,- 

179; In parabola BAC ducatur re<2a quaevis aH parallela illius axi AK* 
atque ex pun&o a agatur tangens a¥ , quar concurnt in punfto F cum axe 
AK direftc ultra verticem: A produSo . Dicovrcfiam aH dividere bifa riam- 
omnes redas parallelas tangenti «F . 
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Demonftratia* 
l 

Spe&etur primo retta De, qux dircfte produ&a concurrat ultra verticem 
y. cum axe AK in pun&o G. Tum per puncla D,r,ficuti ctiam cx pun&o 
T.XV. contai ^ UJ « > ducantur femiordinatx cm, «», DX ad axhn, parallclx idcir- 
" co tangenti AE,qus concunat cum ipfa «H in pun&o E, re&aque me di« 
refte producatur in d. Itaque cum re&x EA y dm,an t rX finc paraljelx , fi- 
cuti etiam rectx EH , AK,& anguli EAK > dmK, anK fint refti (§. r+.<T 
$. 14. iib. IV.), quadnlatcra LdmA , djnm t arXn , ErXA erunt parallelogram- 
ma , & quidem re&angula, cumque trungula <ar«,DGX, utpote fibi mutuo- 
xquiangula, fint fimilia ( Lib. IX. §. 66.) , triangulum aFn erit ad triangulum 
DGX,ut quadratum Iatcris an ad quadratum lateris homologi DX ($.180.)* 
Ut autcm quadratiim reftx an aJ quadratum re.frr DX } ita eft refta An ad 
redam AX (/. 153.), & ut recra A» ad recti.n AX, ita eft reftangulum 
HanA ad reftangulum ErXA ( Lib. IX. §. 100. ). Ergo rriangulum aVn eric 
ad triangulum DGX, ut refhnguium HanA ad reciangulum ErXA (Lib.T. 
$.78.). Conftat autem, triangulum a¥n xquare rettangulum LanA (Lib.lX. 
$•97') * cum rcc ^ a "F f' 1 dupla rcttx »A (<J. 97. )> eademque fit utriufque 
altitudo an. Ergo triangulum quoque DGX a?quabit re&angulum ErXA 
(Lib.I.§.n2.). Eodem ratiocinio oftendam , triangulum cGm xquare re- 
elangulum LdmA. Igitur, G triangulo DGX aufcratur triangulum fGm,& 
rettangulo ErXA rc<5tangulum LdmA , refiduum trapezium DcmX xquabir 
refiduum reftangulum wdrX (Sjn.^ilg.§. 166.). Qttamobrem, fi utriquc iti- 
dem dematur commune fpatium mexrX y refiduum triangulum xcd cic 
sequale refiduo triangulo xrD ($.166 ). Duo autem ifla triangula funt fi- 
milia ( Lib. 1X.§.66.); cum xquales .fint inter fe tum anguli dxc , Dxr (Lib* 
ItL §. $i.),tum anguli xdc , xrD, tum anguli dcx , xDr (Lib. IV. § if.)~ 
Ergo latera ipforum homologa xe, xD erunt xqualia (§ 1O0J. Itaque re- 
fia Df bifariam dividitur in/punfio x a re<fU <iH. 

I E 

Sit modo refta VA parallela tangenti aV , eaque occurrat vertici A ip~ 
lius parabolx, Sc ex pun&o V agatur ad axim femiordinata VG . Pcrfpi- 
cuum eft, iriangulum VAG efle fimile triangulo aVn ( Lib \X.§66. ), utpo- 
te illi xquiangu^um. Igitur triangulum aVn erit ad triangulum VAG, ut 
quadratum latens an ad oi;adra:um Iateris VG (§. 180. )> five ut abfcifaA» 
ad abfcitfam AG (§-if$.)i ac proinde ut reftangulum EanA ad reftangu- 
lu n £;GA (L/4.IX <5.ioo. Demonflravimus autem , triar.gulum aTn xquarc 
reci-ngulum LanA . Ergo etiam triangulum VAG xquabit rcdangulum EiGA 
(Lib. I. $. 128. )$ quocirca fublato coramuni trapc?.io 5; AG , reiiduum, 
triangulum V y s erit xquale rcfiduo triangulo E^A (Sjn. ^ilg §.z66.), 
Hujufmodi autcm triangula funt limilia , quemadmodum oflenfum elt 
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mum. prieedenti de trlangulis Dxr , dxe . Ergo homologa ipforutn latera 
V>,/A funt xqualia ( Sjn. «4lg. $ . 1 1 o. ) i & ideo &c. 

I I L 

Parallela demura tangenti aF fit re&a BM , qux ita fe habeat in para- 
bola , ut fecet ipGus axim AK in pundfco n , c* occurrat curvx paraboli-' 
cx in pun&o M . Duda igirur femiordinata BK ad axim , atque ex pun- 
cto M du&a ordinata Me , per punftum e agatur rc&a DG eidem tan. 
genti *F paraliela , qux convcniat cum axe ultra vcrticem in pun&o G . 
Quoniam ergo triangula BnK , aYn funt fimilit (Lib. IX. $.66.), triangu- 
lum BnK erit ad triangulum dF», ut quadratum latens BK ad quadratum 
lateris an (Lib. 1X.$. 180.), feu ut abfeifla AK ad abfciffam An ($. 100.). 
($153.), adeoque ut re&angulum EHKA ad reftangulum Ea«A (Lib.IX. 
Triangulum autem «F» eft xquale rc&angulo EanA , ut num. I. demon- 
ftravimus . Ergo triangulum quoque BwK crit xquale re&angulo EHKA 
(Ld ;. I. >\ 1 x8J . Rurfus quoniam reftae em> r»M funt xquales ($. 17.), fi- 
cuti etiam anguli e»G, nmtA (Ltb. III. $. 51.), nec non anguli Gem , nMw 
(Lib.lV.$. ijj, duo triangula cGm t M»M erunt aequalia (Lib.V. $.94. ). 
Ofienfum cil autem nunu I. triangulum eGm xquare rc&angulum i im \ . 
Ergo triangulum quoque nmM erit eidem re&angulo JLdmA xquale ( Sjm. 
^ilg. $. z6x. ) . Quamobrem , fi redangulo EHKA dematur redangulum ErfwA, 
& refiduo rectangulo HdmK adjiciatur triangulum ni»M , triangulum BnK 
arquabit rcctangulum HdmK una cum triangulo nmM 1 & ideo , fublato 
utrique communi trapezio HtnK, refiduum triangulum BtH xquablt re» 
fiduum triangulum dzM ($.166.). Hxc autem duo triangula funt fimilia 
(Lib.IX.$66.)i cum fint xquiangula , ut confideranti perfpicuum fiet. 
Igitur latera ipforum homologa Bx,tM funt inter fe xquaIia($.no.);ac 
proinde recta BM birariam dividitur a refta «H. Refta igitur *H bi&riara 
dividit omnes rcdas parallelas tangenti «F i ac propterea i« parabola &c. 
quod crat &c. 

COR OLLARIUM L 

Jn parabela reffa quxvii Vmea axi paralUU eft illmt 
diameter fecundaria. 

180. Cum cnira bifariam dividat omnes reftas tangenti parallelas, habeC 
quidquid rcquintur , ut fit diametcr ipfius parabolx ($.11.). 

COROLLARIUM II. 

ln parabola omnes diamctri fccundari* funt axi paralleU. 



l8l. Ut fi in parabola BAC, cujus axis fit redta AK , ponatur re&a Fig. 4. 
PQ diametcr,erit ipfa pQ, parallcla axi AK. Dufta cnim ordinata NC T.XV. 
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ad ipfam diametrum PQ, bifariam ab illa fec":a cnt in pun<fto S ($. 17.). 
Si autem rc&a PQ,non eft puallela axi AK, agatur ex codem pundo P re- 
da PR, axi AK parallela. H*c igitur bifariam dtvidet re&am NC ($.13.), 
utpote parallelam tangenti duftx per pun&um P . Dividet autem rc&a PR. 
ipfam NC in alio punfto , nempe T , ab illo diverfo , in quo ipfa eadem 
reclaNC fecatur a redaPQ,uc cft manifeftum. Id porro omnino repugnar. 
Ergo , fi reda PQ^eft dtamecer parabol* BAC, ipGus axi AK neceffario 
cR paraJleJa. 

COROLLARIUM III. 

parabola quavis rttla axi psralltla dividit bif.tr um 
fegmentum psrabolicum determuutum a reSa 
ordinatim illi appltcata. 

Fig. 4. 181. Sic re&a <jH in parabola RAC paralJela avi AK bifariam dividic 
T. XV.fegmentum parabolicum BjMB dercrmtnarum a recia BM ipfi aH ordina- 

tim applicata. Etcnim, fi toc ordinentur reSst , quot funt punfta in ab- 

fcifla axy cum fingulx a rec"ta aH btfariam divtdantur , elcmenta fpatii pj. 

rabolici Ba% erunt numcro, & magmrudine squalia elementi» fpatii zaM. 

Ergo hujufmodi fpatia erunt xqualia ( Lib. I X. $. j 8.). 

THEOR.EMA VI. 

* , ■• • 

J» parabola quadrata ftmiordinatarum ad qnamUbct 
fecundatiam diamttrum funt dirtSe tntcr fe 9 
ut correfpondentes abjuff*. 

t yv ,8 * * H ^ una ex ^ iametril fecundariif partbol* BAC , ad quam 

ordinentur red* Dr, VA, BM. Dico , quadratum femiordinatz xe efle ad 
quadratum fcmiordinatz /A, ut abfciflst ax ad abfciflam ay . Quadratura 
quoque femiordinaf* jk efle ad quadratum femiordinatje t,M, ut eft ab- 
fcifla aj ad abfctflam ax. 

Demonflratio. 

Quoniam oppoflta latera Ea , A» rcftanguli Ea»A fiint «qualia {Lib.Vl. 
<5. 10. ), (lcuti etiam re£ta? FA , A» (S.j6.) , dua» quoque Ea , FA erunt 
xquales (Syn.^tlg $. *?9 )• ytquales funt autem inter Cc tum anguli LE4, 
LAF, tum angult L«E, LFA (Ltb.]V.$. if.) proptcr parallelifmum re<3a- 
rum E<j,FA. Ergo duo triangula EjL, LAF erttnt inter fc xqualia (Lib.V. 
§. 94. ) . Htnc, fi utrique addatur trapczium ayAL , triangulum E>A erit 
acquale quadrilatero <yAF (S/M ^lg. S. 26 j. ) . Stmtliter, ft illis iifdem tri- 
angulis adjictatur figura arXALa , trapezium FarX sequnbit reftangulum 
AErX. D>monftraviuius autcm §. 179. num.l. triangulum DGX arquare re- 

flan- 
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ctangulum AE>X • Ergo triangulum quoque DGX xquabit trapezium FarX 
(<$. 163.)» hifque proptcrea fublato fpatio GxrXG , reliqiuim triangulum 
V>xr erit aequale reliquO parallclogrammo a.vGF (§.z66). Triangulum 
autem dxe eft xqualc triangulo Dxr , ut oftenfum eft §. 179. num. 1. Ergo 
triangulum quoque dxe erit xquale parallelogrammo axGV (§.161.). Ita- 
que cum trungulum dxe adxquet parallelogrammum <j.vGF, & tnangulum 
H/A paralJelogrammum a/AF , trian^ulum dxe erit ad parallelogrammum 
avGF, ut triangulum E7A ad parallelogrammum ay\lr $ 8c alternando , uc 
parallclogrammum ajrGF eft ad parallclogrammum «MF, ita erit triangu» 
lum dxe ad triangulum E./A (Ltb. I. $. 1 15.) . Parallelogrammum auterrt 
4*GF eft ad parallclogrammum a/AV ejufdem altitudint» AE , ut eft bafis 
ax ad bafim a/ ( Ltb.lX. $.95.) . Igitur triangulum quoquc tf.ve crit »d tri<. 
angulum LyA, ut abfcilTa ax ad abfciffam a/ ( L/fr. I. $. 77 ) • t T t autem tri- 
•ngulum 4jw ad triangulum LyA , ita eft quadratum lateris xr ad quadra. 
tum lateris /A ($. 180J j cum illa triangula fmt fimilia (§. 66.) , utpote 
arquiangula. Ergo etiam quadratum rectx xe erit ad quadracum rectx /A r 
ut abfciffa ax ad abfcifTam a/ ( Ltb. L §.77.) . 

Rurfus quoniam ex §. 179. num. 111. triangulum BnK adxquat rectangu- 
lum EHKA, fi utrlque dematur trapeziura »t.HK, reliquum triangulum 
BzH erit xquale rtliquo trapezio Ea:nA (S/n. Mg. §. z66). Triangulum 
autem Mdz. adsquat triangulnm B*H, ut patet ex eodem nitm. $. 179. 
Ergo triangulum quoquc Mdz xquabit trapczmm EfcnA (§.162.). Dcmon- 
ftravimus porro eodem §. num.I., triangulum eGm xquare parallelogram- 
mum HdmA. Igirur , fi trapczio ExnA dematur parallelogrammum Edm A, 
8c refidvto dxnm adjiciatur triangulum eGi»,erit trapczium dznm una cum 
triangulo eGm xquale trapezio ExnA ,adeoque etiam triangulo Mdz (§.z6i.). 
Conftat porro, triangulum dxe xquare parallelogrammum 4.vGF. Ergo,fi 
trapczio dznm aufcratur triarrgulum dxe y 8c rehduo xxnmc addatur pa- 
yallelogrammum axGY , erit fpatium xznme una cum parallelogrammo 
axGf xquale trapczio dznm. Si vero fpatio xznme una cum parailclogram- 
mo 4*GF adjiciatur triangulura eGm , trapezio autem dznm addatur paral- 
lelogrammum EdmA, ficuti triangulum eGm adxquat parallelogramraum 
EdmA, ita, quod cx illa priori ftmma cmergit, parallelogrammum axnF 
xquabit trapezium iridem cx pofteriori additione confurgens E^nA (S/tt. 

§. 16$.). Oftenlum eft autcm, triangulum Mdz xquare trapezium 
ExnA. Ergo triangulum Mdz xquale itidem erit parallclogrammo «tnF 
(§.z6i.)t 8c ideo, cum triangulum L/A jam oftenfum fit xquale parallc- 
logrammo ^AF , triangulum E7A erit ad parallelogrammum <i7AF,ut trian- 
gulum Mdz ad parallclogrammum az*¥ t 8c aUernjndo , triangulum E7A erit 
ad triangutum Mdx t ut eft parallelogrammum «jAF ad parallelogrammumi 
4*nF (Lib.l.§.iif.). Parallelogrammura autem */AF cft ad parallelogram- 
mura aznV ejufdem altitudinis ««, ut bafis, feu abfciiTa a/ ad bafim, five 
ad abfcidam az (Lib.lX.§. 95.). Ergo etiam triangulum E^A erit ai 
triangulum Mdz , ut eft abfcifTa ay aj abfcifTam az ( Lib. l.§. 77. ) 1 8c quo- 
niam , ut triangulum E7A ad triangulum Mdz , ita eft quadratum Uteri» 
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j\ ad quadratum lateris z\\ (Lib.IK.$. 180.), cx eo nimirum , quod ift* 
triangula, utpote apquiangula , fint fimilia. Igitur etiam quadratum refia? 
yS. erit ad qmdratum re&x *M,ut eft abfcifra aj ad abfciflam ax. (Ltb.l. 
$.77.). Itaquc in paraboia Scc. quod erat oftendendum . 

S € H O L J 0 7i. 

184. Sicuti parametcr axis parabola? eft refta dudU ex illius vertice Of« 
dinatis paralleU , illius quidem iongitudinis, ut refhngulum fub illa , & 
fub abfcifla contentum fit aequale quadrato correfpondentis femiordinata?, 
ita parameter tujuslibet fecundarix dtametri parabolte cft refta duftz ex illius 
vertice ordinatis ad ipfam diametrum parallela , adcoque ipfam parabolam tan~ 
jcnt , cuyus longituio tanta ejl , ut rcUangulum , quoi fub iUa , & fub qu.ivis 
abfciffa comprehenditm > fit tqualc quairato fcmioriiaat* , qus Uli abfciff* 
correfpondct . Hinc 

18J. m parabola quadratum cujuslibet femioritnat* ad quamcumque diamtV 
trum fecuniariam adtquat rc&angulum eontentum fub paramctro, & fub wrv 
tefponicnte abfciffa ( Viie Demonflr. $. 162.) j ac proinde 

. . .i . . . . • • . . 

I L 

1 96. Tarameter cujufvis fccundari* diatnetri pnrabol* efi tertitt proportio» 
nalis poji abfcijftm > & correfpondcntem femtoriinatam (Viie Demonftr.§.i6^).. 

T H E O R, E M A VIL 

• - * • 

Si ex quovis puntto curv* parabolic* ducantur iu* rect* line* im 
parabola , quarum altera ftt axi parallcla , altera ipfi axi occur* 
rat in puntto, cujus iiftantia a vertice ftt tcqualis quarte parti- 
parametri ,. du* hu)umoii reCl* linea cum rctta tangentc 
iutl.t per illttd punUum iuos xqualcs angulos cfficiunt. 

»87. Ex quovis pun&o K curva? paraboHcas BAC ducantur io ipfa pa* 
rabola dua? rc&x linear KL, Ka , quarum altera KL fit paraliela axi ADy 
' altera vcro K4 occurrat ipfi axi in punc~h> a , cujus diftantia ar\ a verticc 
A fit aequahs quartr parti AG paramctrt AE ipfius axis, & per punctum 
K ducatur tangens FM occurrens axi in punclo F . Dico , angulos <tKF , 
LKM, quos in pundo K eiSciunt rea« Ka, KL cum. tangente FM„cflc 
inter fe «quates» 

- - . 
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Dcmonftratio. 

Ex pun&o K ducatur ad axim femiordinata Kb,tc ex vertice A tanv 
gens AH , qu* femiordinata? Kb cnt parallcla (§.n.). Quoniam igitur 
recta b K cft dupla re&a? AH ( $. 177.), quadratum femiordtnatz bK 
erit quadruplum quadrau irefta? AH ( LiklX. §. 171.). Qyadratum au- 
lem reft* bK adarquat rfrctangulum Edbfs. contentum fub parametro AE 
& fub abfcifla Ab ( §. 161.). Ergo ctiam rectangulum LdbA eht qua- 
druplura quadrati rcc"ta» AH ( Lib.l. $.101.). Manifcftum porro cft, re- 
dangulum LdbA quadruplum efle reftanguli GebA contenti fub Cidcm 
abfcifla Ab>8c fub quarta parte AG parametri (Lib. 1X.§. 97. ). Ergo rc- 
ftangulum GebA erit aqualc quadrato refhe AH (£/{>./.$. 1 oc 
quoniam re&angulum NGAF adcequat rcctangulum G;bA ( Lib. IX. §. i>8.), 
propterea quod rcfta FA rects Ab ilt aequnlis (§. 1 ]6.)i recfUngulum quo. 
que NGAF erit atquale quadrato rc&a? AH (S>«. §. z6i.)i ac proindc 
rec*ta AH eft media proportionalis inter reftas FA, Aa (Lib.lX. §.n8.)t 
cumque recta AH ad perpendiculum reclx Ta incumbat, angulus FHa eric 
re&us ( Ltb. Vtl.§. 7f. ), utpote in femicirculo , qui circa rettam Fa, veluti 
diametrum, deurnbi poteft, confiftens. Igitur etiam angulus «HK erit re r 
&us (Ltb. IIL §. 40. ). Latera autem FH y HK triangulorum aHF, «HK U- 
tus commune habentium «H,funt aequalia, cum propter parallelifmum re- 
ftarum AH, bK fit FK . FH=sF&. FA ( Lib. IX. §. 5 7. ) , adcoque FK=r 
2FH , feu FH = HK,ficuti eft F/>=iFA ($175.). Ergo retfta quoque 
dF eric xquahs recta? aK (Lib.V. $.73.), & ideo etiam angulus «KF angulo» 
aTK (§.60.). Manifeftura porro cft, angulurn LKM arquare angulum aFK 
(Lib. IV. §. 14.)» cum du* Fa,KL pofitae fint parallelat. Ergo angulus LKM 
angulum quoque aKF asquabit (S}n.jtlg.§.i6u). Itaque ex quovis pun&o» 
dcc. quod erat oftendcndum. 

CoRoiiARlim L 

188. Omnes idcirco luminis radii incidentes in curvam parabolicam BjIC 
axi . -id paralleli , pofl reftexicnem in puntto a ipftut axis funul uniuntur. 
Neque enim ex illa curva ita refle&i poflunt , ut angulus reflexionis fic 
tqualis angulo incidcntiaj , prout lex natura? poftulat , quin omnes occnr. 
rant axi AD in pundo a. Punctum igitur a eft foc us , five umbilicus para^ 
boli B AC (§.zo.). 

CoKOLLARiUM Hr 

189. Hinc focus , five umbilicus parabol* eft punBum fumium in illius 
*xt , cu\us diftantia 4 vtrtice eft nqualis quaru parti e)ufdem paramctri. 
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THEOREMA VIII. 

Semkrdinita ad axim in parabola dufta ex ejus foco 
addt<iuat fcmiparametrum ipftut axis. 

190. Focus pambolx RAC fit punftum a , ex, quo dncatur femiordinata 
ab ad ipfum axira . Dico, reftara ab atquare dimidiim partcm AG para- 
mctri AE. 

Demonftratio. 

■ 

Cum quadratum ad femibrdinatae ab fit arquale re<ftanguloEd ($. 161. ), 
& abfcifla Aa fit quarta pars parametri AE (§. 189.) , ficuti redtangulum 
F . 6 TLa eft quarta pars quadrati EFHA ipfius paramctri AE ( Lib.TX.§. 100. ), 
jfxv . ita c»uW em quadrati EFHA erit quarta pars quadratum ad ( LibX kioz.). 
Quadratum autem Ae femiparamctri A G cft ltidcm in rationc fubquadrupla 
•d quadratum EFHA (Lib. IX. $. 171.) . Ergo quadraium femiordinat» 
«6 erit sequale quadrato Ae feraiparametri AG ( Lih* L $. 103.) j adeoque 
etiatn fcmiordinata femiparametro AG erit iqualis ($. 187.). Igitur 
fcmiordinata ad axim &c quod erat oftcndcndum. 

THEOR.EMA IX. 

Summa rettarum LK » Ka , <7M* orm tangcnte FM in par^bola BjtC 
tqualcs angulos LKM , afci-' conflituunt^cjl tqualis rccU DU 
una cum rc8a \A> fcu cunt diftantia foci a a vcrtice ^i. 

191. Ex puncto contactus K ducatur ad axim AD femiordinata Kb. 

Dcmonftratio.- 

Quoniam refta Ab eft arqualis rc&a; AF ($.176.), erit Ab + AazziTa 
Ffc 5. (Syn^Alg.§.i6^.). Oftenfum cft autem,rc&am aK «quare rechm aF (/.187.). 
T.XV. Conftat autcm in parallelogrammo KbDL rc&am KL eflc «qualem re&ar 
bD (Lib. V\. §. 20. ). Igttur du* rccla» LK, Ka fimul fumtx sequabunt re- 
ftam AD una cum recla Aa (Sfn.^tlg. §, 165. ). Itaque fumma &c. quod 
erat oftendendum. 
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CAPUT QUARTU M. 

. ; De Hyptrboh. 

• I : 

DEFINITIO I. 

191. /"^Ow ad verticem oppoftti dicuntur illi y qui emcrgunt ex eompleta re- 
V_> volutione refte lineai circa unum fui punftum ab illius extremii dt. 
verfum plane immobile. Ut fi circa punftum A omnino qmefccns lu mo. J« 
vcri coneipiatur rec"U BP, ut fui$ cxtremis punftis B, P peripherias duo. T,XV * 
rum circuJorum BDC, NSP dcferihat, coni BAC , NAP cx hac revolutio- 
ne cmergcntcs, ad verticem oppoftti nuncupantur. 

... • -.—•,•■ 

COROLLARIU M. 

t . ' . " . .«'• : • -•• 

193. Habent ergo coni ad verticem oppoftti eundem vertkem t & partet 
ejufdem retf* line* pro axe, atque infuper eadem retla Itnca latus utriufque 
coni fmul dctcrminat. 

' ■ 

DEFINITIO il 

. « ' ■ • 

194- Wperbola dicitur illa fetlio coni , qu& determinatur plano ea ratitne 
ccnum fecante t ut e)us quoque bafim difpefcat , quin tppoftto lateri ipfius coni 
ftt parallelum i ac proinde fettio ifla hu)ufmodi efl , ut illius axis otcurrat la> p- 
tcri oppoftto uitra verticem direSe produtlo. Talis itaque eft fe&io DEF co- "rfxv.* 
ni rc<fU BAC . Qiandoquidem planum ipfam dcterminans , bafim fecat 
BDCF, ejufque axis GE oppofito lateri CA ultra verticem A producto oc- 
currit, atque in pundto Z ei copulatur. 

DEFINITIO III. 

197. Oppofit* hyperboU vocantur ilU, qu* in conis ad verticem oppofitis 
eodem plano fccante determinantur . Hujufmodi funt in conis oppofitis B AC, 
NAP feaiones DEF , SZV. 

• 

CoROLLARIUM. 

■ 

196. Eadem reUa linea determinat in hyperholis oppofttis earum axim, & 
verticem. Sic rcfta TG determinat in oppofitis hyperbolis DEFSZV axes 
EG,ZT,& verticea E,Z. Eft' enim retfa TG communis fedio plani, 
quo fiunt fcctiones ipfae hyperbohca? , & plani, quo determinantur trian- 
gula BAC, NAP per aximj atque adeo quo utriufque itidcm hyperbolicas 
axis determinatur ($.13.). 

DE- 
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DEFINITIO IV. 



197. jlxis traujvcrfus hjperbolarum oppofitarum efi re&a linea utrique ip. 
farum vtrtici inter')c8a. Sic recla EZ dicitur axis tranfverfus hyperbolarura 
oppofitarum DEF,SZV. 

DEFINITIO V. 

* 

198. ff«rtnrw ktpcrbolarum oppoptarum efi punSum meiium tranfverft axis 
Hujufonodl cft punaura R. in hyperbolis oppofitis DEF, SZV. 

* ■ * c* 

S C H O L 1 0 H. 

199. Cum nulla fit hyperbola, quam alia oppofita comitari nequeat , axit 
Fig. 8. tranfvcrfuSy & centrum hyperbolarum oppofitarura dicitur etiam axis tranf 
T.Xv! verfus, & centrum hyperbola?, quat folitarie , nempc nulla plane ratione 

habita oppofitar hypcrbola», fpectatur. Sic recla EA dicitur axit tranfver. 
fut hypcrbol* CAB, ejufque centrum punfhim illius raedium M. 

DEFINITIO VL 

100. JiyperboU ftmiles, & aqualet dicuntur UU , in quibus ordinata , adeo^ 
quo etiam femiordtnat* ad dxim, aqualiter rcfpcBivc a fuo vertice diflantes, 
Fig. 7. funt aqualcs. Hujufmodi erunt hyperbol* DFE, SZV, fi pofira «qualttate* 
T.XV. abfciffarum Ea , Zj > ordinat» bd, x%> ficuu ctiam femiordinatar ba t jtjj 
fucnnt squales. 

T H E O R E M A L 

In byperbola quadrata fcmiordinatarum ad axim funt, ut rcSangula 
contenta fub correfpondenttbus abfcifjit , & fub rcfta compoftta 
ex iifdem abfcifit, & cx axe tranfverfo. 

• 

, 101. In cono rccto BAC fpeftetur fcdio hyperboliea DEF , cujus axis 
_. fit refta EG, axis tranfverfus ZE,& femiordinatae ad axim re&ae ba y me. 
TXV* Dico, quadratum femiordinatx ba efle ad quadratum femiordinatar m p, ut 
' eft reftangulum cx E« in Z*t ad reftangulum ex Ee in Ze. 

Demonfirath ♦ . 

Triangulum per axim ita fecet planum hyperbolicum DEF,ut re&aDG 
a<l perpendiculum infiftat diamerro BC circuli bafcos. Tum per punfia a,e 
ducantur re&ae HK, LM in plano ipfius trianguli per axim parallelat dia» 
metro BC, & cum refta; ba, me fint itidem parallelar rcfta? DG ($. 17.)» 

pla- 
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pUnum, in quo fint reft* HK, ba t crit paralldum bafi BDC, ficuti ctiam 
planurn , in quo fint rectx LM| »ir. Igitur fectiones Hb KJ, Lm Mn c- 
runt circuli ( Lib. XI. $. 91.) , quorum diametri erunt re&x HK, LM , 
ipfifque ad perp;ndiculum incumbent reft* &i , me , quemadmodum rccta 
DG efl pcrpendtcularis diametro BC . Quadratum ergo fcmiorJinatx ba 
erit xquale rcciangulo ex H4 in <jK, &' quadratum fcmiordinatx raere&an- 
gulo ex Lf in eM ( Lib. IX. 9*. 1 13.)! ac proinde quadratum femtordinatar 
ba erit ad rectangulum ex Ha in aK , ut quadratum femiordinatx vie ad 
reclangulum cx Le in cM , & alternando , ratio quadrati femiordinatx 6« 
ad quadratum femiordinatx tne diverfa non erit a ratione re&anguli ex 
Ha in aK ad rcctjngulum cx Le in cM ( Lib. 1.$. iij.). Ratio autcm rettan- 
guli Ha X aK ad rectangulum Lf X eM componitur ex ratione re&x Hi 
ad re&am Le,& ex ratione reftx <*K ad rcctam eM,fcilicet bafium , cV alri-. 
tudinum ( L:b. IX. 9*. 105 ) . Ergo ctiam quadratum fcmiordinatx ba crit ad 
quadiatum femiordinacr me in ratione compofita ex ratione rcctx H 2 ad 
re&am Lf, & ratione rec"tx aK ad redhm eM. Mimf.ilum eft autem pro* 
p er parallclifmum re&arum Ha , Le in triangulo LEe , efle Ea. Etf=rH<r. 
Lr, & in triar.gulo cZM haud diffimili ratione cfle <xK. cM = Za.Ze 
($ 590. Ergo ratio quadrati femiordinatx ba ad quadratum femiordina» 
*x n c fpeftan itidem potefl vcluti compofita ex ratione reftx Ea ad Ee , 
& ex ratione re&x Z4 ad reclam Ze. Confiat porro, rc&angulum quoque 
ex Ea in Za efle ad re&angulum ex Ee in Ze in ratione compofira ex ra- 
tione re&x Ea ad rc&am Ee , & cx ratione , quam habct re&a Za ad re- 
&am Zff (£. ioj.). Ergo ratio quadrati femiordinatx ba ad quadratum» 
femiordinate m e diverfa non erit a ratione rcctanguli ex E<t in Za ad 
rectanguium ex Ec in Ze (Lib.l.§.j6 ). Jgitur in hypcrbola &c. quodi. 
«rat oftendendiun . 

COROL LARIU Itw 

t 
S 

bt byperbola qnadrata femiordinatarum ad axim babent omnicc 
caniem rationcm ad fuum refpeSive rcttangulum 
contentttm fub abfciffa, & fub retta compoftta 

ex abfcijfa, & ex axe tranfverfo. . : 

ioi. Videlicet in hyperbola DEF quadratum femiordinatx ba eft ad re. 
ctangulum ex Ea in Za, ut quadratum alterius cujushbet femiordinata; m c 
ad rectangulum ex Ee in Ze. Cum enim quadratum rectat ba fit ad qua- 
dratum rectx ut rcctangulum EaXZa ad rectangulum Ee XZe, aitcr- 
nandoy quadratum rcctx ba erit ad rcctangulura li.i x, 7.a , ut quadratum nc 
ad rectangulum Ee X Ze ( Ukt^ 1 xj. ) . 
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DEFINITIO VII. 



zoj. Tarameter tranfverft axis bjperboU ejl 'retta linea duftx ex iltiut 
vertice, crdinatis ai axim parallela, cu)us ratio ad ipfum axm tranfverfum 
eadem ejl cum illa , quam babet quadratum cujusltbet fcmiordin.it * aa\ rctlan* 
Fift. 8. gulum contcntum fub correfpondente abfcijft y & fub refta compofita ex ipfa 
T.XV. abf(i(fa y & ex axe tranfverfo. Ut fi in hyperbola CAB,cujus axis tranfver- 
fus fit rc&a EA ducatur ex vertice A refta AF femiordlnatis ba-yCD p»« 
rallela, cujus ratio ad axim tranfverfum EA ab ea non fic diverfa , quara 
habet quadratum unius fcmiordinat* ba ad rcftangulum cx A« in E4, re. 
fta AF erit parameter hyptrbolae CAft. RecTia AF dtcitut etiam- latus re- 
(tum ipfius hyperbol*, * axis EA Latus ejufdem. tranfverfum . 

CoiOLlil I Vtt. 

104. Hinc parameter iranfverft axis bjperboU ad perpendiculum ipfi axi 
incumbit y ipfamque bjperbolam in vertice tangit , ut ctiam diximus de pa- 
rametto axis ellipfeos, & parabolae. 

DEFINITia VIII. 

»oj. Qtemadmodum in ellipG,iu inhyperbola CAB re&wgtrlum RFAE 
contentum fub parametro AF,5c fub »xe tranLverfo EA dicituc figura 
txanfytrft *xu EA. 

DEFINITIO IX. 

to6. Si parameter AF tranfvecfi axis EA fuerb ipfi axi arqualis,.hyper» 
bola CAB vocatur aquilatera. 

DEEINITIO X. 

107. 1» bjperbola axit alteri con)ugatut dicitur relfa tranftent per illiut 
centrum , atque bifariam in ilio divifa , tant£ longitudinit , ut fit media pro- 
T^XV* P mtom ^ s i nter * Xin * ipfum tranfverfum , e)ufque parametrum . Ut ft itrhy- 
* perbola BAC % cujus axis tranfverfus fit refta EA , parameter re&a AK, per 
centrum O- tranfe recta GH , qu* in illo bifariam, atqve ad rcffos air- 
gulos dividatun , fitquc media proportionalis inter axim tranfverfiim EA, 
& iliius parametrum AK, refta HG vocatur alter axis ipfius hyperbolse 
BAC priori EA conjugatus, quatcnus ncmpe hujufmodr eft axis conjugatus 
in ellipfi (/.81.). Hinc 
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CoROLLARIUM I. 

20R. Quadratum kxit cm)ugnti m byperbola adaquat reftangutiim eontesh 
ttrm fnb axe tranfverfo , ejnfqut parametro , nempe rcftangmUuu fgur* axit 
tranfverfi ( Lib. IX. $. 1 1 1. j . > 

CoROLLAHIUM II. . 

109. m byperhola quadratum femiaxis eonjugati efl quarta pars retianguli 
figura axis tranfverfs. Oftenditur eodcm modo,quo $. 83. idipfun demon- 
itravimus de quadrato femiaxis conjugati in elliffi. 

DEFINITIO XI. 

2 10. Hyperbolas KGL, MHN, quarum axis tranfverfas GH eft conju- 
gatus tranfverfo axi EA hyperbolarum BAC,DEF, conjugatas vocantur. 

S C H O L 1 O 7{. 

111. Quemadmodum axis conjugarus GH cft media prdportionalis inter 
axim tranfverfum EA hypcrbolarumBAC,DEF,ejufque parametrum ($.107.), 
ita ixis EA eft media proportionalis anter axim fibi conjugacum GH, & 
illius parametrum . Propterea , ut in cllipfi , ita in hypcrbola 

I. 

112. Uxes conjugati funt dua media continuo proportionalet inter fuos pgZ 
rametros. 

■ 

I L 

t v 

x i j. Si axet conjugati fuermt aquales , eornm quoque parametri etune 
aquales tum inter /<r, tum ipfis axibus. Erunt vero inaquales tum inter fe 9 
tum ipfts axibus,fi axes fuerint inaquales. 

III. 

114. Ex conjugatis axibus f qui major efl, babet parametrum tam feipfoi 
quam altero axe minorem. Qui autem efl minor , babet parametrum altero 
axe,fequc ipfo majorcm. 
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DEFINITIO XII. 

aif. Kcgulatrix , ftve direSrix hyperboU efl rcfta linea duSa ex punfto, 
extremo axis tranfverft per extremum parametri e]ufdcm axis . Subdireftrix 
vcro , five fubregulatrix efl retla ducla ex eentro hjperbol* per medium pa- 
rametri. Ut fi reda EA fucrit axis rranfvcrfus hypcrbola? CAB, rc&a AG 
T*\V ^ us P ara meter, Sc run&um M ejufdem centrum, rcch £H erit regulatrix 
" ' five direSrix ipfius hyperbola; CAB. SubdircBrix autem, feu fubregulatrix 
refta MQ. 

COHOLLARIUM. 

xi 6. Subregulatrix byperboU efl parallcla ejufdem regulatrici. Patct ex di. 
&is de fubdircftrice cllipfeos ($.80.). 

- " '• ■ . ■ ■ , 

THEOREMA II. 

In hyperbola quadratum eujuslibet fcmiordinau ad axim adtquat 
rettangnlum ex abfciffa, & ex ipfa femiordinata ufqut 
ad direttricem produUa. 

itj.ln hyperbola CAB, cujus axis tranfvcrfus fit re&a EA , parameter 
Fig. 8. "<5ta AF, & reguiatrix re&a EP, fumatur femiordinata DC. Dico, hujus 
T.XV. quadratum atquare reftangulum ADPe contentum fub abfciila AD, & fub 
re£a DP. 

• Demonflratio . 

Cum enim quadratum re&ae DC fit ad rectangulum ex DA in DE, uc 
parameter AF ad axim tranfverfum EA ($. aoj.),fitque AF. AEa=DP. 
DE ( Lib. IX. $. 60. ) , quadratum femiordinata» DC erit ad re&angulum ex 
DA in DE,ut eft refta DP ad rectam DE (Iii.LS.78.). Ut autem re&a 
DP ad reftam DE, ita eft rcctangulum ex DP in DA ad rectangulum ex 
DE in eandem DA (Lib.lX.$. 9J.). Ergo quadratum reftx DC crit ad rc- 
fUngulum cx DA in DE,ut eft rectangulum ex DP in DA , fcilicet ADPr, 
ad idem rectangulum ex DA in DE (Lib.\.$.-]6.) . Igitur quadratum lemi- 
ordinata; DC adarquat rectangulum ADPe ($.103.)? ac proinde in hyper- 
bola tcc. quod erat oftcndendum. 
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CoXOLLAlIVM I. 

Scmiordinat* ad axim in hjpcrbola eo minores funt, 
quo vertici funt propiores. 

118. Sie in hypcrbola CAB femiordinata ab proximior vcrtlci A eft 
minor remotiore DC. Etcnim , cum quadratum femiordinatx ab fir aequa. 
le rectangulo Aadx y Sc quadratum iemiordinatc DC rectangulo ADPe, 
ficuti rectangulum Aadx dcficit a rectangulo ADP;- , ita quadratum fe- 
miordinata? ab deficiet a quadrato femiordinaus DCiadeoque ctiam rcctt 
ab imnor erit recu DC. 

CoROLLARIVM II. 

■ 

Etiam ordinat* ad axim in hjperbola eo majoret jur.t , 
quo magis a vertice recedunt. 

11$. Ordinatx namque funt inter lc,tit femiordinat* (§.1*7.). 

COROLI. ARIUM III. 

'7 

Jn bjperbola quadratum cujuslibet femiordinat* ad axint excedit retlangu- 
Utm contentum fub parametro t & nbfciffm atque buyufmodi excejfm 
efl reQangulum fimile reffangulo figur* axis tranfvcrfi. 

120. Nimirum in hyperbola CAB quadratum lcmtordinatc a b excedie 
rectangulum AabV contentum fub parametro AF, & fub abfciffa Aa. Ma« 
tiifeftum quippe cft^qtiadratum femiordinatte ab a-quarc rectangulum Aadx 
($. 217.), quod fuperat rcctangulum AabF quantitate rectanguli Fbdx, 
Conftat quoque, rectangulum Fbdx efle fimile rectangulo EAFR. (Lib. IX. 
$. 16. , quod cft figura tranfverfi axis AE ($. 105.). 

S C H O L 1 O H. 

ai 1. Propter hunc exceffum pcopterea ifta coni fcctio hpcrboi* , ncmpe 
excedtntis, nomen obtinuit. 

CoROLLARlVM IV. 

122. Hinc fpectando hyperbolam extra conum , definiri poteftr Fignra 
plana , curva linea in fe mmme rtdtunte comprebenfa, in qna femiordiuatarutm 
ad axim quadrata ma\ora funt reSangults contentis fub parametro , & fub 
correfpondentibus abfctffis , & qutdem ea confianti lege , ut hu)ufmodi exceffus 
ftnt re8.twla ommno fimilia retlangulo figur* axis ttaufvcrft. 

Elem.Matb.T.ir. F Co- 
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COROLLARIUM V. 

Jn bypcrbola quadrata femiordinatarum ad axim magis crefcunt in 
reccffu a vertice , quam augeantur correfpondentes abfctffa . 

223. Vidclicct quadratum femiordinati DC in hyperbola CAB magij 
! F ' *' fuperat quadratum fcmiordinata?' ab, quam abfciffa AD exccdat abfciflam 
Aa. Cum enim quadrarum femiordinattc DC fit arquale reftanguio ADPe , 
tc quadratum femiordinatx ab re&angulo Aadt , exceflus quadrati femior- 
dinatse DC fupra quadratum femiordinaras ab erit atqualis exceffui rcftan- 
guli ADPe fupra rectangulum Aadx. Re&angulum autcm ADPe magis fu- 
perat redtangulum Aadx, quam rcchngulum ADOF excedat rectangulum 
AabV. Brgo quadratum quoque fenwordinat* DC mtgis fuperabit quadra. 
tum fcmiordinatx <ii>,quam re&angulum ADOF excedat re&angulum AabP. 
Conft.n autcm , abfciflam AD ita cxcedere abfciflam Aa y quemadmodum 
redhngulum ADOF cxcedit redrangulum AabF» ciim abfciffa AD fit ad 
abfciffam Aa , ut rc&angulum ADOF ad redangulura AabV ( Lib. IX./. 99.). 
F.rgo quadratum femiordinatar DC mcgis quoqtie fuperabit quadratum fe- 
miordinat* ab t quam abfciffa AD abfciflam Aa» adeoque &c. 

COROLLA R I u M VI. 

124. Hinc aliter quoque deflniri poteft hyperbola, videlicet eam effe 
fguram planam curva iinea in fe mimme rideuntc comprehcnfam , in qua 
femiordinatarum ad axim quadrata magis crefcunt in recejfu a verticc ,quam 
augeantur eorrefpondentes abfciff*. 

COROLLARIUM VII. 

Jn byperbola quavis femiordinata ad axim eft media proportioualis 
inter abfctffam y & reUam fibi correfpondentem, contentam 
intcr axim, & redam hyperbola diretlricem. 

itf. Semiordinata nimirum ab ad axim AD in hypcrbola CAO tft 
media proportionalis inter abfciffam Aa redam ad. Cum cnim quadra- 
tum re&x ab fit arquale re&angulo ex Aa in ad ($. 2J7.)» erit ~ Aa. 
ab. ad (Ltb.lX.$.iiS.). 



THEO- 
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THEOR.EMA IIL 

Jn byperbolt CUB., cujus axis fit reSa , paramcter UG^ 
fubdirctlnx M^ft producatur femiordinata ba ufque ad . • 
fubdiretlricem , quadratum ipftus ba erit duplum 
trapexii ^ya^. 

ntf. Produtfa ufque ad dirc£tricem EH ipfa femiordinata b*> ex vcr^ 
tice A ad cxtremtim V agatur re&a AV. 

Demonftrntio* , 

Coincidit cum ea, qua §. 91. oftenfum eft, quadratum femiordinatas ba - 
in ellipfi ABCD (fig. i8.Tab. XIII.) duplum cOc trape2ii AfctN. Eodem jf xv ; 
quippe ratiocinio- demonftrabitur trapeziumKraA in hyperbola CAB arqua» 
le triangulo VAa 9 adeoque fubduplum re&anguli ex Aa in «V, cui qua- 
dratum femiordinatar ab eft arquale ($. 117.), quo in elhpfi ABCD de- 
monftratum fuit, trapezium AfcxN «quare triangulum fcAe. Itaque in hy» 
perbola &c. quod erat oftcndcndura . 

T H E O K E M A IV. 

Si in byperbola BAC , cujut axis tranfverfus ftt retla F.A , para- 
meter rcfta jlG ,fubdirct~trix rctla Mj£,cjr femiordinata ad axim 
retla ab,/j<tr,«r retla ea ad fcmiordinatam zb t ita ipfa femi- 
ordinata ab reftam zF compofttam ex abfcijfa %ji>& ex 
fejmento jIF axis tranfverft> rctta Fb dufta ex pun- 
80 F ad extremum b ipfiut fcmiordinatai , erit 
tangens bypcrbolam in ipfo puntlo b. 

117. In recla Ffc fumatur quodvis punftum- d diverftim a pun&o fr,ex 
quo ad axim AP agatur refta femiordinata <fn,qux occurrat fubdire&ric» 
MQjn pundo «.,& jungantur puncla F, e refta Fe* 

Demonftratio* 

Diverfa non eft ab illa, qua $. 94. demonftravimus^re&am LF tangere/ 
ellipfim ABCD in punSo F (fig. i.Tab, XIV.) fi fuerit ^ MN. NF. NL. 
Ut enim in ellipfi ABCD quadtatum rea* NF eft duplum triaaguli MLN, 
ita in hyperbola BAC quadratum rcfta.- ab erit duplum trianguli e¥at ' 
eumque quadratum redtat ab> fit etiam duplum trapczii Nf<tA ($. iio".), 
triangulum eFa arquabit trapezium NeaAf & ideo fublato commMni tra- 
pezio exAa, reliquum triangulum xFA erit zquale reliquo triangulo Ne.ri 
ae proinde ficuti triangulum Nex cft majus trapexio Uz,yx, ita codem 

F 2. tra« 
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trapetio maju$ crit triangulum jrFA,&fi utrique adjiciatur trapezium xynA, 
triangulum jF» majus crk trapezio NxnA. Quadratum autem femior. 
dinatae n m eft duplum trapezit N*.bA, & quadratum rctt.c nd eft duplum 
trianguli yTn i cum fit zquale reetangu!o ex yn in ijF propter analogiam 
jn. nd =:nd. nV (&93.),ex eo quod pofitum fuerit ea. ahssab .aV. 
Ergo quadratum femiordinatae nm erit ad trapezium NxwA, ut cft qua- 
dratum rectae nd ad triangulum y¥m atquo adeo ficuti trapezium N%rA 
deficit a triangulo yTn , ita quadratum re&ar n m deficiet a quadrato rc- 
€tx nd; 9c ideo refta nm erit minor recla nd t feu punctum d erit extra 
curvam hypcrbolicam BAC, eademque ratione extra eandem curvam erunt 
reliqua omnia puncta redtae Tb a pundo b diverfa. Itaque recta Vb tangit 
hyperbol&m in pundo b ($. 19.). Si ergo in hyperbola &c.quod erat &c* 

COROLLARITJM I. 

RcRa tangens byperbolam , in uno tantum puntfo ipfam taqgit. 

i»8. 14 entm neceffario. fequitur e* eo, quod pun&um b dumtazat fie 
refta Tb % Sc curvae hyperholic* BAC commune. 

COROLLARIUM II. 

119. Si fiat Vassaae , & ducatur recra Pfcjisc crit tangenti Tb perperr* 
dicularir. Quippe, cum ftante hypothefi habeatur £ P*. ab. «F,angulus 
VbT eric reftus , five triangulum VbT crit rectangulum ( Lib. IX. $. 74. ) . 

DEFINITTO* XIIL 

V30. Quemadmodfam in ellipfi, & in parabola, ira in hyperbola BAC 
recta Vb dicitur normalis tangcnti Tb, recVa aV fubnormalis, 9c recta «F 
(ubtangcns. 

COROLLAKl<VM HE 

g|l, In hyperbola BAC ferniparameter NA eft ad fubnormalem 4P, ut 
eft femiaxis tranfverfus MA ad rectam M< compofitam ex femiaxe MA, 
lc ex abfcifla Aa. Cum enim rcdar N«, e a fint parallelar ( S. £!.)> erit 
NA. ea =a MA . M<* (Lib. IX §. 59.)» adcoquc NA . <iP=»MA . Ma, 
propter arqualitatem fcilicct duarum Va, ea. 

COROLLARIUM IV. 

232. Quemadmodum in ellipfi, ita in hyperbola BAC, fi femiordinat» 
la 9 ufque ad directricem EH diredc producatur, fubtangens Ta erit ad 
abfciflam Aa t ut eft re&a «H ad reclam ae. Etenim, ex eo quod fit -if 
«a. 4 b . «F, rcctanguJum ^XjF erit asquale quadrato mcdiae «fr ($• n.>. 
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Eidem autem quadrato eft a?quale rectangulum HaXak cx natura hyper-" 
bolae ($. zi7-). Ergo ent e« X«F = H4 Xa\ ( Sjn.^Alg $. i^.),8c ideo 
Ti . a A = H,j . <j f ( Lifr. IX. $.114.). 

; , ■ .1 ... . , 

CoROLLARIUM V. 

J .»•••.! . ■ 1 

133. Hinc rettx FH, Ae erunt inter fe parallelr ($. 6"j.^,& refta FH 
bifariam dividet paramctrum GA, feu tranfibit per pun&um N , in quo 
paramcter fecatur a fubdirefrrice MG\ Refts namque GN , NA funt ar- 
quales inter fc , utpote asquales eidem He (Lib. fH.§. 20.) » cutn utrumque 
quadnlaterum GHeN , NH:A , ut in cllipfi demonilravimus , fit paralle- 
logrammum. 

COROLLARlUM VI. 

134. Erit ergo , ut in ellipfi , ita in hyperbola femiaxis tranfverfus 
MA medu proportionalis intcr re&as Ma,MF Qujndoquidem ob paral* 
]elifmum rcdarum NF,eA in tnangulo eMA habctur Me. MN ~— M A . 
MF» (Lib. IX. $ 17 ), & in triangufo fMa haud dilfimih ratione Ma.MA 
= Me. MN. Ergo erit M«.MA=sMA. MF Ui*. L $. 7 <J. ). 

CoROLLARlOM VIL < . 

135. Punctum F propterea, in quo axis tranfverfus EA hyperbola» feca- 
tur a 'angente, infra ccntrum M perpetuo rcpcritur. Enimvero,cum fic 

. M«. MA=sMA. MF, ficuti re&* Md fcmpcr excedit re&*m MA , ita re- 
cla MA major fcmper ent reda MF i$-4j.). 

CoROLLARIUM VIII. 

' ' ' ' * , 

236*. Rurfus etiam in hyperbola erit E«. A<i = EF.FA. Pcrfpicuum 
fiquidem eft, e(Te Ea. EM = F«, FA » cum utraque hujufmodi ratio fit 
seqttalts rarioni , quam habet re&a Ha ad rectam H,- proptfr parallelifmum 
rectarum HE, eM in tnangulo Hofi , 9c rc&arum HF, cA in trungulo 
HaF. Haud diifimili quoque ratiooe- habetur F.M . £F = A« . F« , quod 
ncmps utraque ifta ratio adxquet rationem recta» HN ad redam HF,ftan. 
te parallelilmo reftarum HE, NM m tnangulo HFE,& rtdaitim Ha, 
NA in triangulo HFa Itjitur conftitui poflunt dua? fenes magmtudinum 
pcrturbatam proportionem habentium, nimirum 

ha . EM . EF 
A« • F« . F A 

Ergo erit E4.EFssA4.FA ($.181 )ific 1deo E4.Ajrrssr-F.FA (/.115.). 

CoROLLA R IUM IX. 

f- • '■ 't' ' ' " : • • ' ' ' 

237. Ac demum,duftis tangentibus verticalibus AT^ER. occurrentibus la. 
. J-iem.Matb.T.lK F } ter». 
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terali fcR, erit R h . Tb = RF. FT . Similia fiquidem funt triangula KI r , 
FAT,utpotc arquiangula, ratione parallelifmi re&arum tangenttum RE . AT. 
Igitur erit RF.FT==EF .FA ( Lib.lK.6.67.) . Prodada autem tedtz AT in 
V,habetur RbTb=Eb.bV ^58.) , quod in triangulo RbE redx Rl.,TV 
fint parallela?. Eandem autem ob caufam conftat, in triangulo aEb e(Te Eb. 
bV=Ea a\. Ergo erit Kb Tlr, — ;T:a ,ah (Lib.L6.76 ). Demonftravimus 
auiem,efleRF.Ft==EF.FA,ficuti etiam Ea- aA=rEF.FA ($.*j5.). Er« 
go crit quoquc Rb . TJsaRF.FT (Lib. L$ 76. h 

THEOREMA VL 

Si ex centro byperbolarum oppoftt&rum tqualium , & fmilium ad vxtrema 
ex adverfo pofita xquaLum femiordmatarum ad axim ducantur dux 
re&* hntx , tft* cquales ernnt inter fe>& in dirtftum pofitx. 

Si«t duat hyperbolse oppofitx BAC, DEF fibi mutuo fimiIes,cV arquales, 
p;- IO# ex qnarum ccntro O ad extrema ex adverfo pofita d % e feraiordinatarum 
T.Xv! xqaalium *d t cb ad axim ab ducantur re&a: Od, Oe. 



238. Dico pruno, rcftas Od , Of cflc inter fe arqualcs. 

Demonflraiio. 

Cum enim femiordinata? ad y be pofitar f?nt arquales, corTefpondentcs 
carum abfciflat Ea, Ab erunt quoque inter fc aequalcs ($. zoo.). Aquales 
funt autem etiam duar EO, AO (§, 19S.). Ergo tota Oa zquabit totam 
Ob (5>n. ^/j.&zfij.). Duo porro anguli daO. ebO fiint asquales inter fe, 
utpote recti ($11.). Igitur duo triangula iaO y beO habent duo Iatera duo- 
bus lateribus a?qualia, alterum alteri , & angulos , qui arquahbus lateribus 
continentur , inter fe arquales . Quamobrem arquales erunt inter Tc etiam 
eorum bafes Od> Oe ( IikV.^.73.). 



II. s 

Orf,Ofcm 

lineam ed conftituere. 



219. Dico 2. lineas Od y Oe effc in dircftum pofitas, fcu unam rc&am 



Demonftratio . 



Enimvero cum rarera 0<s , Ob ,iicuti etiamOi ,Oe Triangulorum aOd y eOb 
finr arqualia inter fe,quemadaodura & eerum bafts «d,i0,a?quales quoque 
crunt inter fc vcrticales ipforum anguli aOd.eOb ($. 8z.)- Sunt autcm ad 
verticem oppofiti, Ergo rectarOrf, Oe funt in directum pofita;,feu unain rc- 

chm 
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a«ra ed conftituunt f£&HI4*fO. Si ergo ex ecatro &c. quod ewt oAer*. 
d e n du m « 

COROLLARIUM I. 

_5«_-x/« refia linea tranfient ptt centrum hyperbolurum •ppofiurum 
uqualium , & fimilium , «rf«e «d? ip/«j curvas utrinque 
trrminatu, bifariam in illo dividitur. 

»40. Ut fi per centrum O hyperbolarum oppofitarum BAC, DEF aro.ua- 
Iium ,«V fimilium ducatur \cd\ #4,qux utrinque curvis ipfis hyperbolicis oc« 
currat ,divifa erit bifariam in ipfo centroO. Non enim poteft duci ex pun- 
B.o e per ipfum centrum refta linea , quar occurrat curvar hyperbolicse DEF, 
quin illa tranfeat per purxf-um d. Quandoquidf m , cum duar recl _ eO t Od 
fint in diredum pofitar, fi fecus res contine;eret , duar redat lineae comnw- 
ne fegmentum habcrcnt , quod repugnat (L;i. m.$ 4*.). 

COROLLARIUM II. 

Rctta con\ungens extrema tx adverfo pofita dqualium fcmiordinata- 
rum ad axtm in hjperholis oppofitis 4tqualibus t & fimilibus, 
r tranftt per illarum tcnttnm * i 

' ' • < i 

241. Reaa nlmirum conjungens exirema d,c atqualium femiordinatarum 
udybe ad axim in hyperbolis oppofitis, arqualibus,& fimilibus DEF,BAC» 
tranfit per illarum centrum O. Etenim , fi fecus, cum duat Od , Oe unam 
rcdam conftituant, duar reflar fpatiuro concluderent r fecus ac ficri queat 
_L'i.IV.$. 7 .). 

THEOR.EMA VU- 

Si ex puntlo Zyin quo curvu kj>perbolica BJC fecatur a rttta HM 
dutla ex illius ccntro H> ducatur tangens EG occurrcns axi 
tranfvirfo K,jl i» punQoG t & cx punfto vcrtuali A agatur 
tau&cus Jif occurrent ipfi rcUa HM in puuEia F y , 
trunguU fMf> HGE erunt aqualia. 
. '. * ' * *■•*?«« 

lux. Ex pundo contadus E dueatur ad axim iemiordinata ED- 

Demonftratio. 

Q/oniam reaar AF, DE funt parallelar ($. 22.) , triangula DHE, AHF 
erunr fimilia (Ub.lX $.*<.) tac proinde triaogylum DHE erit ad trUagtto 
AHF in ratione duplteata Iatcris HD ad latus fibi homologum HA(Mw»**»* vl " 
Ratio «vtrm reaar HD a4 rcaam HG cft dupUcata litttBt» quam aabet rf. 
Sa HD ad reaam HA ( Lsbl^ 177 )* cum fit % HD. HA.HG ($2J4-)- 
Ergo triangulum DHE erit ad triaagulum AHF,Ut «a» HD ad rcaam HG 
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(Lib. 1.^ 78 )• Conftat autem, triangulum DHF efle itidem ad triangulum 
GEHeMWem altitudinis ED, ut refta HD ad reciam HG (Lib. IX. $. 96.}. 
Igirur eadera eft ratfo trianguli DHE ad dtrumque rrrangulum AHF »GEH 
(Lib.l$.76.)i8i i6eo duo ifta triangula AHF,GEH funtajqualiaC0.il}.). 
St ergo ex pun&o 9cc. quod erat oftendcndum . 

CoHOl.LAS.XUM I. 

343. Cum dtio triangula AHF, GEH fint a?qualia, fi utrique demartur 
commune trapezium HGfcF, reltquum triangulum GbA reliquo triangulb 
F&E erit anjuale (Sjn. .Alg. $. x66.). 

• ■ 

COROLLASIUM 1T. 

il.p, : • • 

144. Triangulum DGE adarquat trapczium FADE . Quandoquidem , (T 
triangulis asquahbus Gb\ , FiE addatur trapezium AiHD , triangulum 0GE: 
aquabit trapezium FADE x6f,)*. 1 

CoSrOLLARIU M IIE 

• • • 

145. Du&a ex vertice A recia A M paraltela tangenti EG , atque fecanti IIM 
occurrens in punfto M , triangulttm MFA erit aequale trapezio EGAM . Ha»c 
enim emerg»mt ex additione trapexiiME&A triangulit aqualibus-G&A, FftE,, 
ut cft manifeftum. 

B E M • Mt. U 1- 

Si reSa linea fecetttr bifariam, eique rett* quadam adjiciatun, 
refiangulum contentum fub toU, & fub parte adje£ia y uua 
cum quadrato partis dimidi* c(l aquale quadrato re3x 
compofmeex parte iimidia y & ex parte ad)eUx. 

pjg 4 ; »46. Refta AB bifariam (ecetur irr C , eique recla quaxlam adjiciatur 
T.XVI.DB. Dico, retaangulum A£ compofirum ex tota AD, cV ex adjefia BD ,. 
una cum quadrato CF partis dimidtarAC, efle arquale quadrato CGrcftx 
CD compofitaf ex parte dimidia CB, & ex adjcfta BD. 

Demonfiratio L 

Ponatur AC s= CBsau , BD=-&, adeoque AB=?ia y AD = ♦ b r 

9c CD=tf«.i. Igitur erit AD XBD= tab vM, ACsstm» ac proinde' 

i . J-*a 

AD XBD+AC=z:iab+bb4~aax=saa + iak+bb. Eft autem etiam CD =r*a 

1 — z 

» lab + bb. Ergo crit AD X BD +AC = CD. 

De- 
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Demonftratio 11 ' 

I •( • ... •• . . ij •• .1 • . I. :.*'"*."» -» ' * 1 . 

Defcripto circa re&am BA femicirculo BHA , atque ex punfto D duAi 
tangente DH, nec non n centxb C ad punaum contadus H rea»CH,ma* 
mfeftum eft, reftangulum AE effe arquale quadrato tangentis DH (Lib IX. 
§. 147.) i & quoniam quadrttum CF redae CB eft sequale quadrato reft» 
CH ( Lib Lf. i»7.) , reaangulunv AE una- cum quadrato CF ent atquale 
quadratis redbrum DH, HC fimul fumtis (S>n t ^l$.& atfyO. H«.fce autem 
duobui quadratls eft atquale etiam quadratumCG reciar DC (Ltb.Vl.§ 37-)* 
cum angulus CHO in triangulo CHD fir redus (Lib M§. yo ). Ergo re- 
ftangulum AE una cum quadrato CF erit sequale quadrato CG (Syn^^AlSl 
$. i4x.)~ Itaque fi retfa linea Scc. quod erat oftendcndum..' 

• ' • ■ ■ •. ' •'•.,'. • ' :*•• • ' '•' 

• 1 . 

T H E O R E M A? VHF. 

I» bjperboU qutivis rcfta lines dufta ex illiut oentro- divMit bifarUm 
omnes retlas parallelas tatigeutt duftx per punflum , in quo 
curva byperholica ab Ula reBa fecatur. 

X47. Ih hyperFoIa BAC, cujur a-xis tranfverfus- fit recla Ea, ducatur ex Fij 
iflius centro D rc&a quxvis DO fecans ipfam curvam hyperbolicam BAC TJ 
in pmfto A, ex quo ducattir tangens Ad occnrrens lateri tranfverfo in puru 
&o d. Dico , recTam DO bi&riam fecare in hyperbola omnes reftas lineas, 
P a„llela, ungenti Ad. ■ 

Demonflrario . 

Speftetur primo recla eH. Hac itaqUe direfte produfta in b t ducatur 
tangens verticalis «*F, nec non per punftum e ordinara Tc ad axim , & ex 
puncto A feT-iordmara AK, ficuti etUrrt ex punao H iemrcrrdinata HL . 
Quontam ignur rea* uF , KA , Lr in triangulo LDr ftint paralielat, rrian- 
gula D .F, DKA , DLr erunt fimilia (tibllX. f. 1 ac prbinde rnangul* 
DLr, DKA , DjF erunt inter fe, ut quadrata fijorum laterum homologo- 
rum DL, DK, Da (f. 166.) , videlicer triangulum DLr erit ad triangu- 
Ibm DiF ut quadratum lateris DL ad quadrarum ratens Ua , * triangu- 
lum DKA ad triangulum DiF , ut quadratum literis DK ad quadratum» 
lateris Da . Tgitur etiam exceflfus trtangnii DLr fiipra triangulum DaF „ 
nempe trapezium FaLr , erit ad ex-ceilum trianguli DKA fupra idera' 
iriangurum D.1F, fcilicet ad trapexlum FaKA , ut cxcefTus quadrarr refta»- 
DL fupra q.uadratum re&e Dj ad exceffum quadtari rcdae DK fupra qua. 
" dr atum 
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dratum ejufdem rt&x Da (§ 109.) , nimirum ut re&angulum ex EL in 
L« ad re&angulum ex EK m K.i ( 4. 146. } . Ul. autem re&angulum ex EL 
in L« ad redangulum ex EK in K i, ita eft quadratum femiordinata» LH 
ad quadraxum femiordinatar KA ($. loi,)» & ut qu.idr.num re&ar LH ad 
quadracum rcftae K\ , ita cft triangulum I.H6 ad erungulum KAJ (Lib.lX 
$. 166. ) ■> cum hujufmodi triangula,utpote acquiangula ,fint (imilu (§.66.)i 
Ergo trapezium F«Lr eric ad trapezium F«KA, ut triangulum LUb ad tri- 
«ngulum KAd (Ltb l.§ 76.). Trapezium autem F«KA adarquat triangulum 
KAd(§. 144 ). Igitur etiam trapezium FaLrasquabit triangulum LHb ( Zii>.H 
$.118.). Eodem modo demonftrabirur ,trtangulum xtb ,& trapezium axGF 
efle arqualu. Quamobrem , fi triangulo LHb dematur triangulum xe b , & 
trapezio FaLH trapezium j.vGF , trapezium refiduum HexL erit «quile re. 
fiduo trapezio LrGx (Sjn.^4lg.§.i66.)ae proinde, fi htfce auteraiur com> 
mune fpatium Lrbex y reliquum triangulum ebG crit aequale reliquo trian- 
gulorfcHC ibid.). Duo autem hujufmodt tnangula funt fimilia ( Lib.lX f.66)i 
cum fint a*qutanguIa,prout rera attente confideranti planum fict. Igitur duo 
jpforum homologa latera cb> hH funt «qualia ($.110.)} 9c ideo rcftatrH 
a reda DO bifartam dividitur. 

< • » « ■ • .« ■ ■ •« 
II. 

SiC modo re&a «N parallela tangenti Ad . Perfpicuum cft , triangulum 
MN« «quare trapezium FaMS. Quandoquidem eodem ratiocinio, quo ««« 
mero prxcedenti dcroonftravimus ,triangulum LHb eflc ajquale trapezio F«Lr, 
nunc quoque oftendemus , triangulum MN.i zquare irapezium F<aMS . Igi- 
tur, fi criangulo MNa,& trapezio FaMSauferatur commune fpatium SwaM, 
reliquum trtangulum SiwN rcliquo triangulo amF erit acquale (Sjn.^- 
§.i66)i cumque duo ifta criangula, urpote arquiangula , fint fimilia , arqua- 
lia erunt latera ipforum homologa Nw, ma §. iio.)j & ideo ctiam recta 
N« bifariam divifa crit a redta DO . 

: , 1 

»•! •• * 

Tangenti demum Ad fit parallela refta CT, quae hyperbolae axim fecct 
in punfto j. Superiori rarioemio adhibiCQ, palam fiet, triangulumQP ef- 
fe arquale trapezio OFaP. Ducla vero ex pundo T ordinata Te, eaque pro- 
dufta in G, fumatur in axe fegmentum xb ajquale fegmcnto xj ,& jungan- 
tur puntfa e, b reda eb. Cum iguur anguli Tx^, bxe fint aequales (Lib.lII. 
$.51.), ficuti ec^ara re&* Tx, xe (§. 11.), & bx> xj duo criangula Txj, 
bxe erunt a?qualia ( Lib. P. §. 74. ) > Zc cum aequales itidem finc anguli alter. 
ni xcb, xTj (§.2i.), , re€tx be t Tj^nt parallela? (Lib.lf. §. 11.) , & 
ideo ficuti retfa Tj , ita re«fta be erit parallcla tangcnc,» Ad (S. it. ) t ac 
proinde criangulum bxe xquabic trapezium ajrGF, ut ex fuperius traditis 
manifeAum efficitur { Sc ideo etiam triangulum Tjx erit trapczio axGF 
«quale. Quamobrcm trapczium POGjt una cum triangulo^rTaequablt tra- 
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pezium POI"<i: atque adco ctiam triangulum PQ (Syn *Alg.$.i6i.). Hinc, 
demto communi trapezio OK>P , reliquum triangulum OnC ent a?qua! » 
reltquo triangulo TnG ($. 166.) ; cumauc duo ifta triangula fint «quiangu. 
Ja, adeb^ue fimilia , fubebant f»tera iiomologa T», nC inter fe xqualia 
( §. 1 10. ) . Igitttr etiam re&a TC bifariam dividitur a re&a DOi Quamob- 
rem in hyperbola &c. quod erat oftendendum . 

• 

CoROLLARIUM I. 

Ontnit rtcla in hyperboU tranftem per illius centrum diverfa 
ab axe eft diameter fecmdaria. 

248. Dividit enim bifartam omnes reftas tangenti parillelaf. 

COROLLARIUM II. 

Qutvis refta in b/perboU dufta ex illius centro dividit 
bifariam fegmentum quodcunque hjperbolicum deter. 
minatum a retla ad illam ordinata. 

»49. Stc refia GM in hyperbola BAC du&a ex illtus centro G divldit 
bifariam fegmcntum hyperbolicum dand determinatum « re&a dn ipft Fig. 7. 
GM ordinatim applicata. Quandoquidcm ductis tot ordinatis, quot funtT.XVl. 
pun&a in abiciffa Ax, cum omnes bifariam a recta a M dividantur , tot 
erunt elementa fpatii nyperbolict dax t quot funt elementa fpatii hyperbo- 
Itci nax. Sunt autem elementa tmius arqualia elementis alterius,fi in eadem 
a vertice diftantia utrobique fumantur. £rgo fpatia dax t nax font atqualia 
(LiMX* £<*.). 

DEFINITIO XIV. 

150. Si reda Al> ultra centrum D produda , fiat DQ=DA, re&a ^Q-p^wt 
dicitur diameter Jecundaria tranfverfa hypcrbolx , qucmadmodum redta £4 
tranfverfut ejufdcm axis 



COROLLARIUM III. 

!n byperboU omnis diameter fecundaria tranfverfa eftmajoraxe tranfverfo, 

151. Nimirum diameter quatcunque fccundaria tranfverfa de hyperbolar _ 
BAC eft major axe tranfverlo EA . Etenim du&is ad axim femiordmatis da,j £*y ' 
eb,cam in triangulo daO angulus daO fit re&us($.i 1.) , atquc propterea ma- 
jor angulo adO l Ltb. V.^.44. ) . Eadem ratione re&a eO ertt major re&a Ob. 
Igitur tota de excedet re&am abi ac proincle etiam redam EA. 

» 

THEO- 
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THEOREMA IX. 



Quadrata femicrdmatarum ad quamlibet fecundariam dtamttrum 
h/perboi£ fwit direlle mter fe , ut retlangula contenta 
fub correfpondenttbut abfciflis , & fub rc8a compofita 
ex diametro tranfverfa, & ex abfciffa 



refpeclive. 



*j2. Re<5ta DO fit diameter fecundaria hyperbola? BAC, ejufque axis re. 
<5a EP,& ccntrum p Redae vcro eh,am , T» fint femiordinata? ad ipfam 
FtR. 4« diametrum. Dico, quadratum femiordinata» eb cffe ad quadratum femior- 
T.XVI-ji natJB flWI>( ut reciangulum cx abfoffa Afc , & ex reda Qb conipofira ex 
diametro tranfverfa QA , Sc ex abfcifla Ah, ad reftangulum contentum fiib 
abfcifla Aw , cV fub^ rjeda Qm ■ S.miluer quadratum femiordmatx atn effe 
ad quidratum femiordmata? Tn , ut cft reftangulum ex Am in Qw ad re- 
flangulum ex A,n in Q», . 



Duftis tangentibus aF, Arf, nee non per purictum e reda xG paraliela 

«angenri aF i in.diredtum quoquc producta fcrruordinata he m b ,cum trian- 
gulum x&f ftt sequale trapezio dx GF, ut $. 147 num. I dcmonftravimus, 
ifi utnque aufirratur commune trapczium «xa, rcliquum triangulum azb 
«quabit refiduum trape2ium t,eG£ (Syn. ^ilg §.i66.)ac proinde etiam 
triangulum aod duobus crapezns b%od, ifGF fimui fumtis crit ajqualc 
z6?.). Confhu autcm > tnangulum oAF a?quare triangulum aod (§ .:. 4: \ 
Ergo triangulum oAF erit itidcm sequale duobus trapezn bxod , fcrGF (Syn. 
./</£$. %6\.)i demtoqud ttape2io GFoia, triangulum G«A ent cequalc tra. 



bit trapezium dbhA ($. z<5j.). Perfpieuum porro cft , triangulum Fam eC- 
fe a?qualc trapezio datuA (£.244. ). Ergo tnangulum Geb erit ad trian- 
gulum Tam, ut cft trape2ium dbbA ad trapc2tum cfamA. Ut aurem rrian- 
gulum Geb ad triangulum F-im , ita eft quadratum rc<5tae rft sd quadratum 
rccta» atn (Ltb IX- $ i66)jcum duo i]ia tnancla , .utpote :rquiargula , 
fint fimiha (§. 66.), cV rcdts eh, am fint latera ipforum homologa (6.67.). 
Er^o quadratum reclar eb cru ad quadratum rc&ar a m , ut cft trapc2ium 
dbhA ad trapc2ium damA ( Lib.l.§.j6.) , nempe ut exccflus tnanguli /;DtV 
fupra trianguium AD<f ad exceffum rrianguli mDa fupra idem triangulum 
AD<f . Hujufmodi porro exceifus funt directe inter fe, ut excefTus quadrati 
lacens Db fupra quadr^tum lateris DA ad cxceffum quadrati latcns Dm fu- 
pra quadia:um ejufdcm latcris DA i§. 109. ); prupierca quod cum ob paral- 
lclifmum rccxarum dA % bh,am triangula dDA ,bDb , uDm fint fimilia (Lib.lX. 
^.65.) iadeoque fint ut quadriita fuorum laterum homologorum DA,D/?,D/« 
C£.i&.lX.)\tcTc>*). IgitUf etum quadratum latcns eh ent ad quadratum latens 4», 



Dcmonftratio. 




ut 
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ut eft «ccfTus quadrati bteris Db fupra quadratum lateris DA ad 
quadrati lateris Dm (upra qtudratum lateris DA. Conftat autem, exceC 
fum quadrati lateris D/> fupra quadratum lateris DA effe re&angulum ex 
Ab in Qb , & exceflum cpudrati lateris Dm fupra quadratum lateris AD 
efle re&angulum ex Am in Qm (§.146.). Ergo quadratum femiordinata? 
eh eft ad quadratum femiordinatar am, ut rc&angulum ex Ab ln Qi ad 
rcobngulum cx Am in Qn. 

Duda modo ex puntfo T ordtnata Te , eaque produ&a in G , atque per 
punftum e ducta M parallel» tangenti Ad , manifcftum eft ex fupcrtus tra- 
ditis ,trungulura xbe squarc trungulum jxT, Htnc trapezium n h b y eric 
sequale trapezio nbeT (Sjn.^i!g.§. 265.) i & fi utrique adjiciatur triangu- 
lum Ge/>, triangulum GTb srquabit trapezium nhby una cum triangulo 
Geb (§. itff.). Trapeztum aurcra bh Ad eft acquale rriangulo Gto, ficuti 
fupra oftenfum eft, ut proinde trapezium Adyn ftt xqualc trapezio nMj 
una cum triangulo Geb ($.16].). Ergo triangulum GTn crtt atquale tra- 
pezio Ad?n (§.i6i ); eritque propterea rriangutum GT« ad trapeziuoi 
A<f;«,ut eft trtangulum ¥am ad trapcztum damA, Sc alternando , trian* 
gulum GTn ertt ad triangulum Fam, ut trapezium Ad;« ad trapezium. 
damA (Lib.l.§. IXf.) , nempe ut exeefliis triangulr nD> fupra triangulum 
AD<f ad exceflum triangult mDa fupra idem trungulum ADd t fc ideo ut 
exceflus pariter quadran lateris Dn fupra qtudratum lateris DA ad cxccf- 
(um quadrati lateris Dm fupra quadratum ejufdem lateris DA ($. ioo.)V 
yidelicet ut reaangulum ex A» in Q« ad reaangulum cx A m in Qm 
($. 1+6.). Ut autem criangulum GTn ad triangulum fibi (imile Fam, ita 
quadrarum lateris Tn ad quadratum lateris (ibi homologi am (Lib. IX. 
§.166.). Igitur quadratum re&ar Tn eric ad quadratum rectz am itidem» 
ut rcdangulum cx A» in Q» ad reaangulum ex Am in Qm (Lib£$.j8X 
Quadrau ergo icmiordinatarum &c. quod erat &c. 

CdtOLlltlVIi 

In byptrbola quadrata femiordinatarum ad quamlibet diametrunv 
fecundariam babent omnia eandem fationem ad fuum refpctii- 
ve reSangulum conttntnm fub abfciffa , & fub rc&a compo- 
fita ex ipfa abfcijfa, & ex diametro tranfverfa. 

arj. Perfpicuum fiet eodem ratiocinio , quo $. aox. ldipfuav oftenfum* 
eft dc quadratis femiordtnataium ad axim. 

s c h 0 t 1 0 vc: 

»54. Hinc paramettr tranfverfa diametri in bjperbola efi reEfa lirtea fo. 
Ma ex illius vertice ordinatis paraUela , adeoque hjperbolam tangens ,- cijum 
ratio ad diametrum ipfam tranfverfam eadem efl cum illa , quam babet qua*- 
dratum cujusltbet femiordinaut ad rcUangulum conuntum fub cmefpondente 
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<abfcifla,& fub reBa compofita ex eadem abfcifla, & ex ipfa diamttro tranf 
verfa, cujufinodi itidem eft pararaeter axi$ tranfverfi. 

DEFINITIO XV. 

ijf. Queraadmodum in ellipfi diameter feeundaria alteri conjugata eft 
refta tranfiens per centrum, mcdia proportionalis inter illam diametrum, 
ejufque parametrum ($.113.), ita in hyperbola illa re&alinea tranftens per 
centrum, in quo bifariam dividatur, dicitur diameter tranfverfa diametri con. 
jugata , qu* efi media proportionalis inter diametrum ipfam tranfverfam , & 
illius parametrum. 

. r 

COROLLAHIUM I. 

»5<5. Hinc quadratum diametri conjugaU in byperbola ejl dquale retian- 
gulo> quoi fub diametro tranfverfty cui illa ponitur con,ugata , & fub ejuf. 
dem parametro comprehenditur . 

COROLLARIUM II. 

if7- Quadratum ven ejufdem femidiametri con)ugat* efl quarta pars re> 
&anguli contenti fub iiametro tranfverfa> cui illa c\\ conjugata , & fub illius 
parametro* 

- THEOREMA X. 

In byperbola BAC> cujus axis tranfverfus fit refta EAyiullli 
tangenttbus veritcalibus ER , AT occurrentibus tangenti Ute- 
rali Rb in punHis 2{, T, rcttangulum contentum fub 
tangentibus ER , *AT efl tqualc quadranti figur* 
tranfverft axis EA. 

ay8. Ex punfto contaclin b ducatur reda bH ordinatim axi AD appfi- 
cata » reaa?que direftrici EH occurrens io pundo H , cx quo ad punftum 
5 vv F ' in qU ° * Xis tran f verfuI EA a tangente laterali Kb dividitur , ducatur 
T.XV. refla HF , Sc ex punSp contaaus b ad extrcmum E refta bE , ncc non 
ex eodem per verticem A refta bS . qua? occurrat tangenti ER. direfte 
produft* in punfto S. Rcda quoque AT occurrat reAx bE inVifitque AG 
parameter iplius hyperbola? , diredrix refta EH , & fubdirearix rc^a Ue. 

Demonftratio. 

vQuoniam in triarigulo HE* rea* HA, GV funt piralleJ* ($.iz.),erit 
Ha ab r=GA. AV ($.91.). Eft autera in triangulo quoque HF& haud 
diulmili ratione Hj . ab =3 NA . AT. Ergo erit GA . AV=aNA.AT 
(lib.I.§. 7 6.) , & altemando , GA. NA =a AV . AT ($. 125.) . Conftat 
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autem, ctfe GAss i NA ($.235.). Igitur crit etiam AV = lAT, fcu 
AT = TV, & ideo AV = iTV. Rurfus quoniam in triangulo SbL pro- 
pter parallelifmum rectarum SE, AV, tam reeta SE cft ad rectam AV , 
quam recta RE ad redam TV, ut cft reda E* ad redtam Vb (Ltb.lX. 
Jf. j 9 .) , adeoquc flt SE. AV = RE. TV , crit SE . RE = AV . TV 
(Irfr. I.$. uj.). Eft autem AV ss zTV. Ergo erit etiam SE = iRE, 
fen Sll = IIU • Hinc re&angulum ex rccla RE in rectam AT atquabit 
quadrantem re&anguli ex tota SE in totam AV (Ltb. IX. $. 170.). Re&an- 
gulum porro ex SE in AV eft xquale rectangulo figurse axis tranfverfi 
EA< Quandoquidem , cum triangula SAE, A ab fint inter fe squianguta, 
adeoque fimilia ( $. 66. ), erit SE. EA cs ab t Aa ($.1.). Eft autcra 
Ha. ab z=s ab . Aa ($.2:5.). Ergo eritSE. EA = H«. ab (Lib l.$.j6.). 
Cumque fit etiara GA. AV ta tia . ab , erit quoque SE. EA = G A - 
AV ($.78.), ac propterea SE X AV = EA X GA (Lib.lX. $. 107.). 
Igitur rectangulum RE X AT ficuti eft quarta pars redangult SE X AV, 
ita crit quarta pars rcctanguli EA X GA ( Ltb. I. §. nz.) s & ideo in 
hyperbola cVc. quod erat oftendendum. 

THEOREMA XI. 

Si in axibus ^tX, EL byperbolarum oppbfitarum BJC , DEF , quarmrn 
axii tratijverjus fit rcfta E*A y fumanmr duo pnntla b, a, qua ita 
dijlcnt a fuo vertice >A , £ , ut tam rctlavgulum ex ^tb in fb, 
qucm reffargulum ex a£ in t*A , ftt aquale quadranti figur* 
lateris tranfverfi EJi y re&* aC,bC du(l* cx itiis punftts a,b 
ad qucdvis putMum C curva fopcrbolu* B*AC y ccnftttuent 
cum rcfta tangente KC pcr illud putMum trajeffay 
.aquales argulos KCb, j£Ca. 

259. Ex utroque vertice A,E ducantur tangentes verticalcs Ad , EK, 
quse tangenti laterali KC occurrant in punctis d, K. Ex datis vero pun- Fip. t 
ftis a, ad punfla K, d ipfarum tangentium vcrticalium agantur reaasT.XVT 
l> K , i d , aK , ad. 

Demotijtratio. 

Cum refiangulum ex «E in Aa ponatur aequale quadranri figurar axis 
tranfverfi EA , quemadmodum eidem quadranti eft arquale re&anguium ex 
EK in Ad ( §. 2 j 8. ) , duo ifta rcctangula aE X Aa , EK X Ad erunt aequa. 
lia (5>w. >Alg.$. 259. ). Igitur erit a)l. IK= Ad . Aa ( Ltb. IX. $. 1 14.). 
Duo autem anguli KEa, aAd funt xquales inter (e , utpote re<fh. Ergo 
duo triangula KEa , aAd trunc fimilia (4 69. i & ideo arquales erunt ip> 
forum anguli aKE, Aad, qui proportionalibus latenbus connnentur ($.1.). 
Conftat autem , duos tngulos K«E , LKa in triangulo rectangulo KEii atqua- 
re unum rectum (Lib.K$, 18.). Ergo etiam duo anguh KaE, Aad fimul 

fura- 



Digitized by Google I 



g6 Elementorura 

fumti unum re^um angulum xquabunt, feu angulus Kad erit re&us. Lo- 
o*cm modo oftendam , angulum quoque Kbd elfc re&um . Si ergo circa re- 
ctam Krf, cui duo hujufmodi rcch anguli incumbunc, defcribatur circulus 
l RjK, is neceflario tranfibit per quatuor punaa K, *,</,* ( VH.^78.)» 
& ideo anguii bad t bKd, utpote in eadem cireuli portiooe pofiti , erunt 
inter fe «quales ($.73.). 

Ducatur modo per pun<3um 4 re&a cN parallela reftar Ka . Quoniam 
igitur anguli parallclarum alterni Kae t aed t nce non aKd t Kde t funt a?qua- 
les ( Lib. 15.), ficuti etiam anguli ad verncem oppofiri KP4 , ePd 
(Lib. III. $.51.), duo triangula KP«, ePd erunt fimilia (Lib.lX.§. <S<5.)iat- 
quc propterea crit K<t. cd =zKl> . Pd (§. 67. ). In triangulo autem KC« ob 
paralielifmum reftnrum Ka t dN , habetur Ka. <tN=3KC . <fC ($ 59 )$ & 
aliunde conftat,efle KP. P<i* = KC. dC (/.157 ). Ergo erit Ka.edzssKa. 
<fN ( 1/6. 1. §. 7<5. ) i & idco r</ = <iN ($. iij.). Perfpicuum porro cft, 
angulos ade t adH efle inter fc «qualesicum angulus 4<JN adarquet angu« 
lum Kad {Lib. IV. $. 15. ), quera demonftravimus rc&um , & duo anguli 
ade, ac/N valcant duos re&os (Lib. III. /. 40)» adeoque urerque angulus 
adc t <t<fN fit recxus. Brgo duo triangula ead t adH ira funt xqualia, ut 
angulus </«N angulum ead adarquct (Lib. V. $. 94.). Oftenfum eft autem,, 
angulura ead effe zqualcm angulo MCrf. Igitur etiam angulus daS eidem 
angulo bKd erit a?qualis (Syn. ^ilg.§- 262.). Qiamobrem in dire&um prO- 
duftis rc&is Kb t ad, doncc firmil concurrant in pundo Q., fimulque jun- 
ftis punftis Q,C re<5ta QC , fpe&ari optime poreft rc&a QC , veluti chor- 
da circuh QC.TK,cui xqualcs anguli QK.C , Q4C ad illius peripheriam 
pofiti infiftant, videlicet, cum arquales anguh in eadem fint portione cir- 
cuh (Ltb.Vll $.73.), circulus QCTK defcnbi poteft circa re&am KQ^ 
veluti diametrum, qui fimul tranfibit per pun&a K, a t C. Q. Igitur an« 
guius KCQj utpote in feratcirculo KTQ. confiftens , erit rcdus (§. 75.)* 
9c ideo re&a QC ad perpcndiculum incumbet re<5tae tangenti KCj & quo- 
niam anguli KQa t KCa in eadern circuli portione, ut patet , reperiuntur, 
erunt inter ic aequales ($.73). 

Przterea, quoniam duo anguli Kbd t dbQ valent duos rectos (Lib. 111. 
§ 40.), & angulus Kbd jam oftenfus eft re&us, rectus erit etiam anguius 
dbQ. Reftus autem itidem eft angulus QCd, qui eidem infiftit redaf dQ. 
Ergo circulus <VMQC defcnptus circa rcclam dQ, tranfimt per puncta d , b t 
Q+C (Lib. VII. $ 78.)} ac proinde anguli bQd, bCd in eadem circuli 
portione confiftentes,erunt inter fe aequales ( §. 73. ). DemOnftravimus au- 
tem, a?quales effe inter fe etiam angulos KQ4,KC«,five t>Q<i,<iCN. 
Ergo duo anguli bCd , dCN , five KCfc, KC« erunt inter fe afquales (Sjn. 
*4lg. $.159). Itaque fi in aitibus &c. quod erat &c. 

• 

COROLLARIUM I. 

260. Pofito ergo lumine tn punclo <t,omnes ipfius radii incidentes in 
curvam hyperbolicam BAC ita ex iiia rcflecli dcbent, ut, fi curvam ip- 
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reflexio luminis ex cum hyperbolica BAC ea confhnti naturae lcgc po: 
teft perfici , ut angulm reflexionis angulum incidentir adxquet , quin om- 
nes radii, qui cx pundto a in illam curvam cadunt, per pun&um b poft 
reflcxioncm tranfcant, fatfa nimirum hypothefi , ut radii curvam ipfam hy- 
perbolicam trajiciant. Duo idcirco puncta 4, b foc i , five umbilici hyper- 
bolx BAC communitcr dicurttur ($. zo. ). 1 

S C H 0 L 1 0 W 

261. Quoniam vero radii luminis,qui ex pun&o a incidunt in curvam 
fupcrficiem hyperbolici fpeculi i$AC , non uniunttir rcipfi in pMr.fto b , fed 
cxtra illam diiperguntur , i:t patet de radio aC t qni ira ex il!a curva rc. 
filit , ut fecundum redam CZ vi rcftexionis propagctur , pofira nimirum 
xqualitate angulorum incidentix aCK,& rcflexionisZCV, ideo punda <t ,6 
foci hyperbolx non quidcm realcs , fed imaginarii vocantur, quatenus ncra« 
pc punfhim a objecli radiantis in fpectilum hypcrbolicum BAC, in altcro 
ptindo b fui imaginem exhibct, pciindc omnino ac fi in puncto b rcipfa 
conflrtcrer , cuius ratio c.'t } quia fi radius rcflexus CZ directe intra fpccu- 
lum mcnte prod i catur i punfto b occurrit , p^optcr xqualitatcm fcilicctan- 
gulorum aCK,KCb fcpcrius oftcnfa ,adeoque ctiam angnlorum KCb ,ZCV, 
ex quo fit, ut iinexZC, Cb fint in dircdum pofitx ( Lib. 1U. $. jy .) 9 ac 
proinde radius reflexus CZ afficiat retinam ocuh eodcm planc modo, quo 
ipftm afneeret , fi ex puncto b rcipfa erumperet , nempe fi objecxum «• 
dans in pundo b reipfa haberctur , vimquc fuam ex lllo cmittcret. 

COROLLARIUM II. 

261 Itaquc fociy fivc umbilici hyperbolx funt duo punffa fumta in axe t ' 
qnx ita h.nc inde dtflant a fito vcrtice , ut rcff.:ngulum contentum fub cor- 
refpondente abfaffa y & fub reffa cotnpcftta ex ipfa abfcijfa t & ex axe tranf- 
verfotfit aqualc quadranti figura ipftus axts. 

COROLLARIUM III. 

Vterque focus hypcrhoU ita dtflat a fuo vertice , ut rcffanydum 
contcntum fub correfpondente tbftiffa t & fi»b reffa compofita 
ex ipfa abfciffa , & cx ax: trauf-vsrfo ftt 
ttqttaie qtudrato ftmiax.s con)ugati. 

265. Demonflravimus cnim , quaJrstum femiaxis conjugati effe xquale 
quadranti figurx axis tranfverit ($.157). 
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■ 

THEOREMA XII. 
Vterque focus typcrboU dqualittr dijUt * fuo vertiee . 

Fit. u 2 *+* ^ 00 ^* ** l fi nt f° cl hyperbola? BAC, eujus axis tranfverfus iit 
T.XVh^a EA > duoque punda E, A eiufdcm vcrtices. Dico , diftanti; m foci b 
a vertice A arquare diftaotiam foci a a vertice E,feu effe E*=aAfr. 

Demonftraiio, 

Cum enim reftangulum T.b y. Ab adarquet redtangulum AaXEa (Sytt. 
t Alg. $.159.) , quatenus utrumque eft arquale quadrato femiaxis conjugati 
($. 163.)» erit Efc. Aa = Ea.Ai ( Lifr. /X. $ 114.}} ac proinde Efr.Easa 
A*. Afr (lit. /. $. 1x5.) , nec non E& + Ej. Ea ^aAa + At. Afc (Syn.*4lg. 
$.aj$.);.Ergo erit etiam E4=Ai (£ii»J.$.ix8.). Itaque uterque fbcus &c. 
quod erat oftendendum . 

CoRoiunyu, 

foci hypcrboU ,-cqualiter diftattt ab illius centro l 

16]. Uc fi pun&um O fuerit centrum hyperbolar BAC, eju(que soci purw 
£h 6, j, erit 0^ = Od. Quandoquidem cum ilt OE=aOA C $. 198.), 
& Afc = E4 ($.x6<f) , erit etiam OE + EsssOA + A* , five Oa-=sOb 

THEOK.EMA XIIL 

■ 

* * 

jn byperbola retla liaea dufta ex um punfto extremt 
axis tranfverfi ad extremum axis coujugati ada- 
yuat diflantiam foci a centro. 

%66. Rccta EA fit axis tranfverfus, GH axis conjugatus, & pun&a b , * 
£- g yv' roci hyperbolar BAC. Dico, re&am AH, qua extrema pur»claA,H axium 
* ,xv ' EA, GH f»mul junguntur, asquare diftantiam foci b a centro O, videhcet 
eflcAHssK). 

Demonftratio, 

Quoniam rectangulum ex Et In Ab eft arquale quadrato femiaxis con * 
jugati OH (/. x6\. ) , fi utrique adjiciatur quadratum femiaxis tranfverfi 
OA, rectangulum ex Eb in Ab una cum quadrato femiaxis OA erit aequa- 
le quadratjs fcmiaxium OH,OA(fy/j. >Alg.$. 166. ). rledangulum autem ex 
£6 in Ab adatquat reaangulum cx aA in Ab i cum fit Ab =E« ($■ 

adco- 
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adeoque E6=sA* (SJn.Jilg. f. i66.),Sc re&angulum ex a\ in Ab una cum 
quadrato femiaxis OA eft arquale quadrato rectx Ob ( $. 146. ) , ex eo ni- 
mirum quod fit OiaOi (£.i<5j. ). Ergo etiam rectanguium ex E& in Afr 
una cum quadrato femiixis OA crit xqualc quadrato rectar Obi atque 
propterea eidem quadrato- rc&a? Ofr duo itidem quadrata re&arum OA,OH 
limul iiimta erunt arqualia ( Srn. ^Ig.$.i6t.) . Perfpicuum porro eir,quadra* 
tum rcctar AH arquare quadrata rectarum OA,OH (Ii6.VL/.37.)icum an. 
gulus AOH trianguli AOH Ct reftus ($.207.). Ergo quadratum rcctar AH 
arquale itidem erir quadrato rectx Ob (Sjm. Mg. §. 161. ) i ac proinde rectae 
AH, Oa erunt inter fe a?quales (Iilr. J.$; 187.). Itaque in hypcrbola tcc* 
quod crat oftendendum. 



167. Ex foco a hypcrbolav BAC ducatur ad axim A* femiordinata *K 
Dico y rectam ab xquare d imidia m partem parametri AD . 



Cbm enim rcctangulum e a cx abfcifla Aa in re&am E« compofitanr cx 
ipfa abfctfla , Sc ex latere tranfverfo EA ipfius hyperbols , fit ad quadratunt 



(§. 103.), & axis tranfverfus AE fit ad parametrum AD , ut rectangulum 
ex DA in AE r nempe FDAE , ad quadratum GDAH ipfius parametri 
(Lib.lX. $. 99: ) , rectangulum ae erit ad quadratum ai r ut eft rc&angu- 
lum FDAE ad quadratum GDAH ( Lib.I. $. 76.) i Sc alte mando , quadratum 
4<f erit ad quadratum GDAH, ut recrangulum ae ad 1 rectangulum FDAE 
{§■ 1 aj. ). Rectangulum autem «f eflr in raiionc fubquadrupla ad rectangu- 
lum FDAE ($. id:.). Ergo etiam quadratum «rf erir in ratione fubqua- 
irupla ad quadratum GDAH; 8c ideo reda 4^ erit in ratione fubiu- 
pla ad parametrum AD (ii6.DX.iS.x71.). Igitur in hyperbola Scc. quodi 
crat oftcndendumv 



2 68. /it cmni ergo feQione eonica femiordinata ad axim dufta tx iUius fo~ 
co adtquat dimidiam partem parametri ipfius axit. Quod cnim jnodo de- 
monftraviraus in hyperbola oftenfunr cft fuperius in ellipfi (f. 140.) , Sc 
i» parabola- (f.r^o.).. 



THEOREMA XIV. 



In bjperboU femiordinata ad axim duBa ex illiut foc» 
adsquat femiparametrum ipfiut axis. 



Demonftratia. 




COROLLARIUM.- 



f • 



LEM~ 
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L E M M U 11. 

L u . ' • K ■ .' » i .. » • 



Si rc&a linea fecetur ntcunque y re8iti£u!um contentum fub tota, 
& una partc erit <tquale rcttangulo comprebenfo fub partibus > 
una cum quadrato iliius partis. 

"269. Sccctur utcunque refta AB in 4. Dico, re&angulum ex tota AB 
in partem Aa etfe a?qualc reftangulo, quod fit cx una parte Ea in alteran» 
Aj, una cum q-j.tJ.-uto cjufdem partis A4. 

Demonftratio I. 

Ponatur AB=3r*, Aa=sn> adeoque <zB = /»-—■». Erit ergo AB X A» 

Y^jjj A4 X a B = n m — »«, & Aa -==»»• ac proinde Aa X 4B-**A<a 

*s=s»w — »»•*•»»=--=«*». Igitur, cum fit AB X Aazsw», erit AB X Aa. 

=SA4 XaB-*-A4 » 

Dtmonjiratio JL 

Defcripto circa totam AB femicirculo A&B, re&a ab ftt ipfi AB pcr- 
pendicularis % pun&a autem A, b jungantur re&a Ab y & punfta b, B re- 
fta Bt. Quoniam igitur recta AtV cfi media proportiOnalis ioter totam AB„ 
& partem A4 (£iMX $.74, ),re«5r.angulura ex AB in A4 erk a?qualequa- 
drato redx Ab (§. m. ). Quadratum autcm rc&r Ab e(l a*quale quadra- 
tis re&arom Aa y ab (Lib. VL$. 37»). Ergo iifdem quadratis erit xquale 
etiam redangulum ex A» in Aa (Syn.^iig. §■ 262 ). Conftat autem , qua- 
dratum re<3.c ab etfe xquile re&angulo cx A« in 4B (Lib.lX.§. 113.)} ae 
proinde rcctangulum ex Aa in aB una cum quadrato rcux Aa sequare qua- 
«Irata fimul fumta reftarura Aa y ab (Sjn.^i!^. §. z6z. ). Igitur re&angulumt 
ex AB in Aa erit itidem xqualc rectangulo cx Aa in <B una cum qua- 
«irato partis A4 (§.z6i.)i & idco fi reda cVc. quod erat oftendendum- 

. • : 

THEOR.EMA XV. 

Focorum d:jtantia in bj/perbola efl media proportionalis inter 
axim tranfverfmn , & reftam compofttam ex ipfo axe 
. . ... trar.fvcrfe, & ex parametr*. 

.,,..,„• ■ • •, ' 1 • •■» . 

170. Pun&a 4, m fint foci hyperbolx BAC, cujus axrs tranfvctfus fic re~ 
c"h EA, parametcr AK, & refta compofita ex axe tranfverfo, & ex para- 
Ey«* mctro fit AL. Dico,rcaam 4*» focis imcrjeaam efle mediam proportio- 
■*' xy ' nalem intcr axim tranfverfum EA, 5c rcftara AL. 
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Demotiftratio . 

Quoniam re&z xa y xm funt a?quales (§. 2<?5- ) , adeoque a m rrr i x a , 
quadratum recla; rwa crit quadruplum quadrati tc&x xa (Lib.lJC $.ijx.). 
Re<3angulum autem ex EA in Aa, feu ex mA in Aa, una cum quadrato 
rectx xA eft a?quale quadrato reftx xa (§.146.). Ergo quadratum recta; 
ma erit quoquc in ratione qu.idrupla ad reftangulum ex E« in A<t fumtunx 
una cum quadrato re&x xA (Lib.l.§. 112.). Manifeftum porro eft, reftan. 
gulum ex EA in AK efle quadruptum reclanguli ex E4 in Aa (§. 262. ),& 
quadratum rcfta; EAcfle quadruplum quadrati rc&arxA(I»'£>.IX.$.i7i.)>cum 
lit EA = 2xA ($.198.)» ae proinde reilangulum ex EA in AK una cum 
quadrato reftae EA efle in ratione quadrupla ad rcAanguIum ex Ea in Aauna 
cum quadrato rccr.v .rA ( Lib. 1.^.144.). Ergo rectangulum ex EA inAKuna 
cum quadrato re&x EA erit arquale quadrato reftar ma ($.ioj.). Re&angulum 
autem ex EA,fcuKL inAK,una cum quadrato re&arEA, fcu KL adarquat 
reftangulum ex AL in KL ($. z6>). Igitur rectangulum ex AL in KL crit 
arqualc quadrato reda? ma(Sjn.Mg. §.161.) > atque proptcre* refta ma erir 
media proportionalis intcr rcftarn KL, & re&am AL, feu inter re&as EA, 
AL (Lib. IX. §. 11 8. ) . FocOrum itaque diftantia &c. quod erat oftendcndum. 

THEOREMA XVI. 

r 

Si tx foco b bjptrboU hAC iucatur ad quodvis puntfum C ipftus curv* 
hjptrbolic* rtcla bc, & ptr pnnSkum C rtSa tangtns C M, tui ex 
ctntro 0 occurrat rcfta 0*N rtQx bc paralltla , reSa OH 
erit aqualis femiaxi tranfverfo OE. 

171. Ex altero foco a agatur ad tangentem CM re&a «M rcflis OM , bC p. 
parallela , dudifquc tangentibus verticalibus EK, Aa", ex foco a ad pun&ax- 'JcyV 
K, N, rf, C ducantur reda? «K, «N, ad,aC,8e ex vertice E ad punftum 
N rcfta EN,ficuti ex aiwro vertice A ad idem pundura N re3a AN. 

.. <•»/ 1 » <• , 1 *.•' : 'V, • »' ■ • • 

:• ;» • • Demonftratio. 

Itaque cum anguli alterni NC&, CNO parallelarum NO, bC fint xqux- 
Ies (Lib. IV. /. ij.), ficoti etiam angulus externus ONC, & internus <iMC 
parallelarum aM , OM (§. 14.), duo anguli NC&, NMo erunt inter fe 
arqualcs ( Sjn ^lg. 1J9.) . Angulus autem MCa adarquat angulum MCb 
(§. 259.). Ergo anguhrs MCa angulum quoque NMa xquabft (Sjn. *Alg. 
$. 2<Ji.), eruntque propterea duo latera aM, aC trianguli M«C inter Cc 
sequalia ( Lib. V. §. dj. ) , (eu triangulum MaC erit ffofceles. Produfta 
porro in R rc<fta NO , perfpicuum eft, in triangulo baC efle aC. * K=$ 
ab. aO ( Lib. IX. $. 57.). In triangulo aotem MCa itidem habetur MC . 
MN = <C . «R. Ergo «rit MC . MN r=sab. aO (Lib. 1. §. 76.^1 tc 
proindc cum fit ai=ajaO,feu «0=30i> (§.i6f.) ,erit etiam MC=iMN,feu 

E!tm.Math.T.lK G 3 MN 
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MN = NC. Igitur rc&a aN ad perpcndiculum infiflit bafi MC trianguli 
MaC, fcu duoVnguli MN«,«NC funt redi ( Lib. IU.$. 13. ). Redtus por. 
ro eft tum angulus KE<i,tum angulus ahi» duoque anguli refti KN*,KE4 
incumbunt eidem rcftae Ka, ficuti ctiam duo «No*, aAd eidera reaae ad. 
Ergo circulus KEl> dcfcnptus circa re&am Ka tranfibit per quatuor pun- 
cta K, N, E,4, cV circulus N dQ. defcriptus circa rcctam ad per quatuor 
puncla <*, N, A t d (Lib VII. 78.;; duoque propterea anguli «KE, aNE 
erunt zquales intcr fe, ficuti euam duo ANd, Aad (§. 73.), quod tam 
illi, quam ifti in eadem pornone ejufdcm refpettivc circuli reperiantur. 
Demonftravimus autem §. 279. angulos aKE, Aad cfle inter fe arquales. 
Jgitur etiam duoaNEl, ANd interVe aequales erunt ( Syn.^Alg.^. 2J9.) 1 un- 
dc, fi litrique adjiciatur angulus dNE,totus angulus ANE toti angulo dNa 
erit acqualis ($.265.). Oftenfum porro eil , angulura dNa, five CNa efle 
rcclum. Igitur etiam angulus ANE erit rc&usj & idco femicirculus AVE 
defcriptus circa axim tranfverfum EA tranfibit per punftum N (Lib. VII. 
$.78.), cui cum occttrrat reft» ON, omncfque ejufdem circuli radii fint 
arquales (§. 10.), recta ON squabit reftam , feu femiaxim tranfvcrfum OE, 
Jtaque fi ex foco Scc. quod erat oftendendmn. 

THEOREMA XVIt. 

Differentia inclinatarum ex focis ad quodvis punttum curv<t 
hfpcrbolic* ifl xqualis axi ejufdcm tranfverfo. 

172. Ex focis a,b curvae hyperbolica? BAC inclinentur ad quodvis 
pundum C ipfius curvar BAC recitat aC,bC t . Dico, earum dilferenciam 
effe arqualem axi tranfvcrfo EA . 

Pemonftratio. 

Dudta namque pcr pun&um C tangente CM , ex foco a agatur recta aM 
parallela rcfta? bC, & ex centro O re&a ON iifdcm «M, bC parallela, 
qux direfte producatur in R. Quoniam igitur in triangulo MC4 ex fa&a 
F '*-, conftruftione habetur «M. NR=aC. RC (Ltb. IX. §. 59. ), five, propter 
T XV1, *qurditatem reftarum aM,<aC in prafcedenti theoremate oftcnfam, <rCNR 
= *CRC, cV m triangulo baC haud diflinwli ratione bC. OR = «/;.aO, 
feu ob arqualitatem reft irum aO , Ob ($ i<Jj.),frCOR = *b . Ob , nccnon 
*b.O& = jC.RC (L:b. IX. $.5 7.), ent «C.NR = *COR (Lib.l $.76)1 
& ideo aC — fcC.NR — OR = &C.OR (J. ija. )• Conftat autem exeo, 
quod fit bC. OR — ab. cO, rcciam bC cfilr duplam recla? OR, ficuti rc 
c~ta ab eft dupla rctfar aO ($ 1*5.). Ergo etnm terminus «C— fcC, fcu 
differentia rccijj aC a rccla iC, erit dupla diircrcntiar , quam habct reda 
NR a recta OR.. Ha?c autem poftcrior diffcrentia eft rccta NO, qua? adar- 
quat fcmiaxim tranfverfiim EO $■ 271.). Ergo diffcrentia recla? aC a 
rcda bC erit dupla iemiaxis tranfverfi EO, feu mtcgrum ipfura axim EA 
fcquabic. Itaquc dirfercntia &cc. quod erat oilcndcndum. 
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COR.OLLAR.lUM» 

t 

Diffcrentia du.trum reclarum inclinatarum ex focis ad unum punSunt 

ctirv* biperbolic* adtquxt ditferentiam aliarum duarum 
incltnatarum ad aliud quodvis punclum ejufdon curvs. . 

27$. Si nimirum ex focis a,b liyperbola? BAC inclinentur ad pun&um 
e curva? hypetbolicx BAC dux rc&sae, be,k ad punftum aliud C du« Fi>r. 1. 
re«ftx aC,bC, dtfferentia duarum ae,be xquabit differentiam duarum <iC,T. XVI. 
bC. Utraque fiquidem hujufmodi diftcrentia eft xqualis axi tranfverfo EA. 
Ergo funt inter fe xquales (Syn.^tlg .§. 2*9.)* , - . 



•1 



THEOR.EMA XVIII» 

. • • . • 1 >i ,t »*»:.„. • 

Si iu reUa lineax tangente bypcrbolam in vertice fumantur hine inde 
a vertice patttsitquales , quarum utraque fit dqualis femidi»*. • 
metro conjugata 1 tum ex centro per illarum partium extrema 
ducantur retltc linca , hx ad curvam byperbolicam in 
infiuitum abeuntem femper propius acccdtnt , fi in 
infnitum produtftt fuerint , nunquam vero cum 
tlla convcnient. 

274. Per vcrticem A hyperbola? BAC, cujus diametcr tranfverfa fit re- 
fla AG, 8c paramcter rc&a Am,ducatur tangcns DE>in qua hine inde 
ab ipfb vertice A fumtis partibus AD, DE,q'ux fmc arqualcs femidiamc T,XVl - 
tro conjugatx F V,ex centro F per extrcma ipfarum redtarum puncta D,E 
agantur reftx FL, FM . Dico, rc&as FL, FM , quantumvis dirccle prooV 
cantur, nuraquam convenire pofle cum hyprrboltca curva BAC in infinu 
tum. abeuntc, etfi ad eam continuo propius accedant . 

Demonfiratio. 

Ducatur ordinata quxcunque ae, quar hinc inde ulquc ad ipfas rcttas 
FL, FM producatur, cV quoniam in triangulo bFd re&te DH,bd fuut pa- 
rallelx (§. n.), eric 6N. N</c=sDA. AE ( $.91* ) < atque propterea , ficuci 
habetur DAsaAE, ita eric bN=zNi ( Lib.l. §.*].). Similiter in rriangu* 
lo iFN cum fit bll. NF=sDA . AF ( Ltb.lX.§. 60. ) , quadratum rcclx bU crit 
ad quadratum re<5tx NF , ut quadratum reftx DA id quadratum re&x AF 
188.}. Quadratum autem re<5tx DA eft ad quadratum reclx AF» 
ut eft re&angulum ex parametro mA in diametrum tranfverfam AG ad quat- 
dratura ipftu* diametri AGiCum eadem fic ratio fubquadrupU tum quadra- 
ti reftas DA ad reftangiilum ex wA in AG (§. 209.), tum quadrati rcclx? 
AF ad quadmum recVx GA ( Lib. IX.tf.i72.). Ergo quadratum quoque rc- 
<3x bS ent ad quadratum retf* NF , ut retfangulum cx m\ in AG adi 

G ^ q;ua- 
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quadratum rect* AG (Lib.l. $.77.) i Sc quoniam re&angulum ex m A in 
AG eft ad quadratum rc&x AG * ut panrmetcr mA ad diametrum ipfam 
tranfverfam AG (Lib. IX. §. 100. ) , fctlicer ut ahitudines, quadratum recta- 
&N crlt ad quadratum reftx- NF , ut parametcr mA ad diametrum tranf- 
vcrfam AG ( Lib. I. $. 7*. ). Perfpicuum porro cft , quadratum quoque fe- 
roiordinats oN eflc ad rc&angulum cx GN in AN , ut parametcr m\ zd 
diametrum tranfverfam AG (§. 103.). Igitur quadratum reclx bN erit ad 
quadratum reftas NF,ut quadratum femiordinatas <iN ad re&angulum ex 
GN in AN (Lib.l.§.y6.). Quadratum autcm redas 5N adrquat rectangu- 
lum ex ba in ad una cum quadrato redse aN (§.2.4.6.)* cum ;im fit bN 
s=Nd, 8c quadratum reft.r NF adzquat re&angulum ex GN in AN una 
cum quadrato reftar FA (ibidem) y propterca quod fit AF=jFG; ($.198.). 
Ergo , cum quadratum re&ar bN fit ad quadratum rectz NF , ut quadra- 
tum re&x aN ad re&angukim cx GN Ln AN, ut Aipra demonftravimus, 
his refpeSive detractis, refiduum rcdtangulum ex ba in ad erit ad rcfi- 
duum quadratum recta? AF, ut e(l quadratum reftje IrN ad quadratum rc- 
a« NF (Iikl.jf.149.)> Oftenfum porrc^ cft , quadTatam te€tx DA efle ad 
quadratum rect» AF , ut quadratum rc&x bS ad quadratum re&x NF. 
Igitur re&angulum ex ba in ad erit ad quadratum re&a? AF, ut cft qua- 
dratum rectai DA ad idem quadratum rcctac AF ($. 77.) , quapropter re< 
ttangulum ex b* in <ti earit sequale quadrato rc&.e DA (§. 103.) }& ideo 
habebitur ad. DA = DA. ba (Lib.lX.§. 11S.). Hinc, cum refta ad fem- 
per excedat rectam DA,ut patct,etiam recta DA femper major erit rc- 
cta ba (Lib. I $.4?-) ideo,cum in infinitum nbeunte curva hyperboli- 
ca BAC , continuo raagis ac magis augeatur rccla a d fupra rcctam conr- 
ftantem DA,ita recta DA majorem femper atque mtjorem habere debet 
rationem fupra rectam ba, feu recta ba debet in infinitum decrefcere, 
quin unquam cvancfcat, ne fcilicec evanefcat rc&angulum , quod fempc* 
fleri debetcx ipfa rccta ad in rectam.fc.4, qu* inter curvam hyperbolw 
cam BjA , & rectam FL reperitur, quadrato redtJr DA pcrpetuo sequaie . 
Itaque fi in recta linea Stc. quod erat oflendendum. 

BEFINITIO XVL 

175. Ke&je FL, FM^qu» licet in infinitum direcle producantur, nun* 
quam convenire poiTunt cum hyperbolica curVa BAC,quamvis 80 ipfa 
quoque in infinitum abeat , ipfaeque refta? FL , FM concinuo ad ipfatn 
«urvarn proptus fcroper accedant , afymptoti hyperbolar BAC vocantur.. 

C 0 R o L L A Jt I U M I. 

iy6. Si afymptoti FL, FM directe- uhra centrum F producantur in S-,R „ 
reftx FS,Frv crunt afymptoti hyperbol» HGK priori BACoppofitx. Quan- 
doquidem, duda per verticem G tangentc PQ parallcla tangenti DE, cum> 
anguli DFA , SFQ. ad verticem fint «quales (Ijb,m-§. ji.), ficutL etiam. 

angu* 
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anguli parallelarum altcrni FAD , FGQ , & FDA , FQG ( Lib. IV. $. 1 5. ) , duo 
triangula DAF, GFQj nrpote xquiangula, erunt fimitia (L:b.ix.§. 66.),&c 
latera FA , FG*DA, GQ homologa ($.67.) • Ig itur crlt DA. GQ aal 
FA. FG ($.77.) . Eft autem FA=sFG ($.198.). Ergo erit etiam DA 
= GQ (lifc.I>4y.). Eandemquc ob caufam habebitur etiam AEsaPG. 
Quamobrem cum fit DA=3AE,erit etiam PG. GQC Sjn.^tfg.§. z6^.) t 8c 
re&aPG, ficuri etiam GQ, a?quabit femidiametrum conjugatam VF. Igi- 
tur, cum hyperbolar BAC, HGK fint flmiles, & arquales, qua ratione re- 
ctar FL, FM funt afjmptoti hyperbola? BAC, eadcm ratione reftaB FR, FS 
«runt afjmptoti hyperbola? oppofitz HGK. 

CoP OLLAKlOK II. 

277. Qu.rvis refta dudfca intra angulum AFM, ut jr/, paraflela afjmpto-. 
ro FM , fi in direftum producatur , occurrit tandem curvx hyperbolic* 
BAC. Etenim, cum fpatium inter parallelas FM , xj idvm femper maneat, 
illud vcro continuo decrelcat, quod curva ArC,& afjmptoto FM contine- 
tur , neceflc cft , ut hujufmodi fpatia tandcm evadant arquaiia , ac praio- 
dc reda X j curvx AeC tandem occurrat . 

• 1 . . • ... 

C O R O I. L A R I U M III. 

I , » f *t • 

278. Quaslibet aha recla Hnea du&a ex centro F, ut Fac , F» , fi direclr 
producatur, vcl hyperbolam HGK tandem fecat v vel ab illa continuo re- 
motior efficitur. Refta fiquidem Fx, quo magis producitur, co magis re- 
cedit ab afjmptoto FRiu fpario omnino extraneo. At vero rccta Tn magts 
quidem femper recedit ab afjmptoto FR , fcd cum continuo minuatur fpa- 
tiura, afjmptoto FR , Sc curva hyperbolica HG comprehenfum , confecta- 
»ium eft, ut reda F» ctirvar HG tandem occurrat, eamque difpefcat. 

• • • • ••!*.* 

CoROLLARIUM IV. . 

179. Hinc afjmptoti hyperbolae HGK non funt nifi rectac FR, FS i uc 

proinde mim bjperbol* unies fint afjmptoti. 

.... . » ... 

CoROLLARlUM V. 

280. Segmenta ba, ed rectx bd, afjmptotis FL, FM, & curvae hyperbov 
lrca BAC interjccta , funt aequalia . Cum enim fit bH. Nd ssrDA . AE 
($.92.), finiti eft DA = AE, ita erit *N=Nd (Lib.l.§ .4?.). Eft au- 
tcm «N = Nf ($.11.). Ergo erit ctiam baz=£ti {Sjn. 2 6"tf.V . Ea^ 
dem ratione perfpicuum fiet, etfe itidem EB=rCM- 



• • • . • 
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COROLLARIUM VI. 

281. Reftangulum ex ba in ad adxquat rcftangulum ex ed in be . Sieu- 
ti enim reftangulum ex ba in ad eft xquale quadrato re&x DA , ita re- 
fhngulum ex ed in be cft xqualc quadrato tc&x ATL. Quadrata autem re- 
ctarum DA, AL funt xqualia ( Lib. L§. 187. ) . Ergo etiam reaangula h<t 
Xad,ed*be erunt xqualia ( S/n. Ulg. $. 2 J9.). 

i . ■ 

C O R O L 1. A R 1 U M VII. 

281. Rechngulum quoque cx fc« in d<4 eft xquale rectangulo ex LB in 
BM, fi re&a LM parallela itidem fucrit eidem tangenti DE . Utrumque 
enim horum rcftangulorum eft xquale quadrato recix DA. 
«. » • . . 

COROLLARIUM VIII» 

183. Hinc erit ba. LB=sBM. ad (Lib. IX.§. 114.) . Unde ficuti recta 
BM in reccflu a verticc A magis ac magis magnitttdine fuperat rcehmarf, 
ita refta ba magis ac magis in ejufraodi rcceflu excedit re&am LB , fcu, 
recla LB continuo minuitur. 

Corollarium IX. 

284. Si hyperbola BAC fuerit xquilatera, nempe fi paramctcr Am fue- 
rit xqualis latcri tranfverfo GA, afymptoti FL , FM, angulum rcfhim LFM 
comprehendcnt . Cum enim , hac ftante hypothefi, reclangulum ex GA m 
Am non fit divcrfum a quadrato ipfius lateris. tranfverfi GA , quadrau 
rettarumDA, AF erunt in ratione fubquadrtipla. ad ulem quidratumj adeo- 
quc crunt xqualia (L.b.l.S. 10$.). Igitur ctiam re&x DA , AF erunt xqua- 
les ($.187.). Re&us autem eft angulus DAF ($. 24. ) . Ergo reliqui duo 
anguli AFD, ADF trianguli DAF erunt uni rc&o xquales (Ub.V. $.47.). 
Sunt autem xqualcs inter fe (§.60.). Igitur utcrque erit medietas unius 
anguli rcc*U . Eodem modo oftendam , etiam angulum AFL xquare dimU 
diam partem unius anguli recti . Igitur angulus LFM eft rc&us. 

COROLLARIVM X. 

i8j. Si per quodvis punclum a curvx hyperbolicx BAC ducatur tan- 
gens FH, qux occurrat afymptotis GD,GL, ipfa FH bifariam fc&a crit 
Fig. 7. in a a diametro GM per illud punaum tradu&a. Etenim,fi fecus, vel re- 
T.XVj.ft^ GD, GL non cflent afymptoti hyperbolx BAC» cum,pofita inxquaii- 
tate ipfarum <:F , aH , alterutrum quadratorum re&arum rA , aH tunc non 
fit xqualc quadr;.to femidiamctri conjugatx,& fic alterutra rectarum GD, 
GL non eft afymptotus» vel utrumque corundem quadratorum cflet eidem 

qua. 
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quadrato conjugata? femidiametri inarquale 1 ac propterea neutra reftarum 
GD, GL eft afymptotus curvat hyperbolica? BAC contra hypothefim. Re- 
(tx igitur <tF , <zH func arquales tnter fe , & quadratum utriufque eft aequa- 
le quadraro femidiametri diametro G* conjugara? . 

CoROLLARIUM XI. 

286. Duftis quoque ordinatis Aw,rf», ipfifque ad afymptotos ufque pro- 
ductis, fcgmenta Eb,mK, ficuti etiam fegmenta Drf, «L , erunt sequalia.' 
Patet ex $. 280. 

CoROLLARlOM XII. 

187. Refiangulum ex Lb in bK eft arquale quadrato reftas <tF . Often-* 
ditur eodcm modo, quo demonftratum eft ipfum theorema. 

COROLLARIUM XIII. 

288. Re&angulum ex E6 in bK adapquat reftangulum ex Km in t»E. 
Similiter idcm reftangulum cx Efr in bK eft aequalc rettangulo ex Dd in 
dL » atque propterea habetur Lb . Dd = <tL . 6K . Manifeflum eft quoad 
omnes partcs ex $$. agi. 282. 285. Easdcm quippe demonftrationcs hic 
quoque locum habent. 



THEOREMA XIX. 



Si pcr punfti , in quibus du* recla paralleU hyperboUm fecant, 
dueantur rett* % qu* occurrant afymptotis , & ftnt illis parallcU , 
bujufmodi rc&* erunt proportionales . 

289. Hyperbolam BAC fecent dua* re&ar parallelte ab, BC in punetis 
4, b y B,C, cx quibus ad afymptotos DG , DL ducantur rc&ae <tE,BF pa- . 
rallelae afymptoto DL , & rectar fcH, CK parallela? afymptoto DG . Dtco,j^ v , 
reclas CK , fcH , BF , «E efle inter fc proportionales , videlicct cfle CK. 
bH =s BF .«E. 

Demonftratio . 

He&x <t& , BC pro^ucantur in dircftum , donec afympiotis occurrant." 
Cum igitur in trian;>u!o GDL refta CK pofita fit pirallda rectae GD.erit 
CK. KL =sGD. DL ( l<i». 1X.§. Co). F.fl autern haud dirtimili ratione etiam 
GF.FB=sGD. DL. Ergo crit CK.KL =sGF.FB ( Lib. I.§.j6.) . Eodcm 
modo oftendam, etfe bH H<f = .E. Ea , quaccnus ncmpe utraque iflarum 
rationum eft illi rqualis, qium hibet in triangulo cDd latus eD ad Iatus 
Dd. Conftat autem , efle GD. DL=»fD. Dd (Lib. IX, I ium recla 

ed 
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$d pofira fit parallela rc&x GL . Igitur eric CK. KL = fcH. H</, bU. Rd 
= GF.FB, GF.FB=rE.E*,fiveCK.KL = fcH.H<f=GF.FB=*E.E4 
(Lib.l. S.j6.)i8c ideo CK. iH = KL. H<f = 6H . GF = H<* . FB = GF.eE 
= FB.Ea ($. 12.5. )i ac proindc CK.6H = FB.Ea ($.76.). Ergo,fi pet 
punfta &c. quod erat oftendendum. 

THEOREMA XX. 

. -i 

Si line* bjperboiam fecans afjmptotis occurrat , & per punfta feUionum 
ducantur rct~f* afjmpmis paralleU , paralUiogramma , qu» hinc 

fiunt, erunt squalia. 

190. Rcdta BC fecet hyperbolam BAC,ejufque afjmptotis DE, DG oc- 
F - , currat in punftU E, G . Duftis autem \tx punclis B , C reflis BK , BF, 
Tab ii. ^ H » CL » <I U * r«W afjmptotis parallelx , fiant.parallelogramma KBFD, CLDH • 

Dico, ifta parallelogrammt cfle xqualia. 

Demonftratio. 

Quoniam reftas EB, CG funt xquales (§. t%6.) 9 Ct utrique adjiciatar re~ 
&a BC , erit EC = BG ( Sjn. ulg §. n?f . ) s ac proinde EC . EB = BG . CG 
(Lib.l §. 102.). Perfptcuum cft autcm , ob parallelifmum rcftarum KB,LC 
in triangulo LEC, eflc LC.KB = EC.EB (Lib. IX. J9>), & in triangulo 
BGF haud diifimili ratione haheri BF.CH = BG.CG. Er;;o erit LC.KB 
= BF.CH (Lib.I.§. 7 <S.)i & ideo KBX BF =. LC X CH , five KBFD = 
CLDH (Lib.lX,$. 107.). Igitur fi linea &o quod erat oflendendum. 

COROLLARIUM I, 

291. Etiam parallelogramma BKDF, tWD, qu* eodcm modo fiunt ad 
eandem partcm hyperbolae, funt squalia. Quandoquidem , fi jungantur pun- 
fta a,C refta «C, duo parallclogramma baeD, LCHD erunt «equalia. Sunt 
autem zqualia etiam duo KBFD, LCHD. Ergo duo quoque BKDF ,bacD 
funt a?qualia (Sjn.^ilg.f. 259.) . - • r 

. 

COROLLARIUM II. 

191. Dudis rectis BD, «D, CD, triangula BDK , *Db , CDH funt inter 
fe sequalia. Sunt enim pars dimidia parallelogrammorum arqualium (Lib.I. 
§. i26".cV$.4J.). . 

.. . • < 

COROLLARIUM III. 

... 

195. Si uni «fjmptoto DG ex pun&is C, *, B fumtis in curva hypcrbo- 
lica BAC agantur reftx parallelx CL , ab , BiC, qux alteri afjmptoto DE 

occur- 



Digitized by Google 



Liber XV. 109 

DE occurrant, erit KB. bazszDb.DK, ficuti etiam KB. LC = DL. DK; 
nec non fea.LCsS-DL. Di . Etenim conflitutis re&angulis KBFD, baeD, 
LCHD, cum duo KBFD, baeD fint scqualia ($. 191.), erunt latera eorurri 
reciproce proportionalia (Lib. IX.$. 1 xy.) . Ergo erit KB. bazzsDb.DK. 
Eodem modo perfpicuum fict , efle KB- LC=_ DL . DK, nec non ba, . LC 
— DL . Db. 

* ■ 

COROLLARIUM IV. 

» • * • • * 

-94. Si afymptoto AH agantur dua recta? paral!c!.T CF, DE, tc ex ptin- p;_ , 
fto , feu aptce A mguli MAH per punftnm F ducatur refta AL,cui oc-Tab.\ii! 
currat redta DE direcle produfta, rede DE , CF, DL erunr continue pro- 
portionalcs . Cum enim fit DE. CF = ACAD ($-193 )> &AC.AD = 
CF.DL(_vklX.$. J9.), erit ^DE.CF.DL ( Lib. I §. 76 .) . 

• ■ • 

COROLLARIUM V. 

-9f. Si afymptotut AM proportionaliter dividatur in pun&is B,C,Dit» 
nimirum ut flt AB. ACsaAC.AD, duftis cx punftis B, C,D ad cur- Fig. t. 
vam hyperbnlicam EPG reftis BG , CF, DE , quaj fint parallcl* alter_Tab.i3- 
afymptoto AH, erit quoque DE.CT = CF.BG . Quandoquidem , cum fic 
CF. BG = AB. AC, & DE . CF = AC . AD ($.»9.3.), profvfto, ftante 
kypotbcfi , erit DE . CF =r CF . BG ( Lib. Lf 7* ). 

THEOREMA XXL 

Si unt hypetbol* afymptotus proportianalirer dividatur , & ex puntfis 
hujufce divifioms ducantur ad curvam byperbolicam rctlt linc* 
alteri afymptoto paralleU, trapexia hyperbolica htfce 
reSis determiuata, erunt tqualia. 

196. jtfymptotus DE hyperbolat BAG proportionatiter dividaur in purr- Fi>. p, 
ftisG,H,T,ita mmirtim nt fit DG . DH = DH . DT , & ex ijfis punftisTal>.ii 
G, H,T ad ctirvam hypcrbolicam BAC ducantur tcdx GA,HK,TCpi- 
ra!'elaf altcri afymptoto DF . Dico, trapezia hypetboiica GAKH , HKCT 
eflc inter fc arqualia . 

' Demotiftratjo* 

Ex pundis A, K, C ducantur ad alteram afymptotum DF tedx AL, 
KM, CN parilfelx afymptotoDTL. Tum redae CT, AL in dire&um prcdu- 
&x concurrnnt in punfto K. Quoniam igitur habetur KH.CT = DT. DH 
($.-9$)> per hypothefim DT . DH = DH . DG , erit quoque KH CT 
= DH . DG (Lb.li.-j6.). E ft autcra KH = M D , & CT =3 ND ( Lib. n. 
$..o.),ac proindc MD.ND = KH.CT. Er^o erit MD. NDC5SDH.DG 

(Ub. 
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( Lib. L $. 77. ) , 9c altcrnindo , MD . DH = ND>. DG ( ibid. f. 1 1 % .) . Ec- 
go duo parallelogramma NaGD, MKHD funt fimilia (Ltb.lX.§. 1.). Eo» 
dera modo perfpicuum itidem fiec , fimilia efle- iater fe etiam duo paralle- 
logramma LRTD, MKHDi atque proptcrea tria parallelogramma LR.TD, 
MDHK, N.GD efle fimilia . Quamobrem, tria hujufmodi parallelogram- 
ma pofita erunt circa eandem diametrum (Ltb. IX. §. 85.), feu re&a dufta 
ex punfto D ad punftum R» tranfibit per punfta 0, K,& du&a altera diaJ 
metro AC in parallelogrammo aARC, hzc bifariam divifa erit in pun&o 
m a diamerro iR, & ideo fe&um quoque erit bifariam fegmentura hy. 
perboiicum AKCmA a refta DR. ($.149.). Si ergo ex punfto D ad extre. 
ma pundta A , C agantur recl.r DA , DC, cum duo triangula ADm , C Dm 
fint atqualia (Lib. IX. £93.), demtis fpatiis hyperbolicis AKw, mKC, re- 
liquum fpatium ADK crit acquale reliquo fpatio KDC (Sj».*4lg.§i%66. X 
Manifeflum porro cft, triangula ADG, KDH efle inter fe arqualia ( Lib.L 
$.103.); cum fint pars dimidia ( Lib. VI. f. x t.) paratlelbgrammorura atqua- 
lium LAGD, MKHD ( $.291.). Igitur, fublato comrauni triangulo «GD", 
reliquum triangulum AaDerit arquale reliquo tnpezioKjGH (sjn.^ti §.i66.)t 
his vero addito fpatio AK4, tnangulum hyperbolicum- ADK arquabit tra. 
pezium hyperbolicum AKHG ( ib;J.§. ) . Simillter quoniam triangulura> 
CDT adzquat triangulum KDH , utpote quas funt partes dlmidiar paralle. 
logrammorum «qualium CNDT, KHDM , dcmto utrique communi trian- 
gulo cDH, reliquum trianguium KDe erit atquale trapezio refiduo rCTH» 
his autem addito fpatio KeC,trapezium hyperbolicum KCTH aequabit tn. 
anguiura hyperbolicura KDC. Igirur (icuti trapeziura AKHG adarquat tri. 
angulum ADK, ita trapezium KCTH adarquat tfiangulum KDC . Demon- 
ftravimus autem , duo triangula ADK» XDC efle inter fe zqualia . Ergo» 
etiara duo trapezia AKHG,KCTH enrat inter fe «qualia (§. 159)- * 

CoROLLARIUM L 

197. Si abmptotus RA hyperbola? GD ita dividatur in punftis M, L 
H , A , ut fit BM. BL=sBH. BA , dudis ad curtam hyperbolicam ordi- 
W7« natis MD, LE, HF, AG parallelis alteri afrmptoto BC, trapezia hyperbo- 
7'lica LMDE, AHFG erunt arqualia. Pofita namque re&a Ba raedia propor- 
tionali inter fegmenta BL, BH, & du&a re&a ab , cum ex hypothefi ha- 
beatur BM.BL = BH.BA, re&angulum ex BM in BA erit sequale reclan- 
gulo ex BL in BH ( Lib. IX. §. 1 07. ) . Reftangulum autem ex BL inBHelt 
srquale qua Jrato re&a» B4 ($.111.). Ergo ettam re&angulum ex BM in 
BA erit eidem quadrato rea* B4 arquale (Sju.^ilg. .§ 161.) i ac proinde 
erit BM. B4 = Ba . BA ( Ub. XI. .§ 118.), ficuti eft BL.B4srB4.BH. Igi- 
tur trapezittm hyperbolicum MabD a?quabit trapezium hyperbolicum A4&G 
{$.196.}. Trapezium autem aLEb eft eandera quoque ob caufam trapezio 
HjfcF a?quale. Ergo, his fuWatis, reliquura trapczium LMDE arquabit re- 
liquum trapezium AHFG ($>«. ^.§. 166. ). 

Co. 
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COI.OLLAK.IUM II. 

*9*. Etiam trianguU EBD, GBF funt xqualia . Etenim , fi jungantur 
punfta B, b re&a Bi, triangulum bBD ent xquale triangulo GBt, & tri- 
angulum fcBE trangulo FB6, ut patet ex demon/tratione theorematis. Er- 
go, deratis xqualibus tVBE, FBb , etiam reliquam EBD rcllquo GBF erit 
«quale (ibid.). 

COROLLAAlUM III. 

199. Si rechr BM , BL, BH, BA fiierint contintto inter fe proportto» 
nales , trapexia LMDE , HLEF , AHFG crunt «qualia. Sunt enim tam duo 
LMDE , HL£F , quajn duo HLEF, AHFG intcr fe xqualia (£. i 97 .). 

CoROLLARIUM IV. 

. t ; •;•••• 

300. Pofita proportione continua redarum BM,BL, BH,BA , etlam 
triangula EBD, FBE , GBF crunt «quali* <$. 198.). 



CoROLLARlUM V. 

301. Hinc, fi afymptotus BA in infinitum produ&a ca ratione dividatur, 
ut partes BM , BL, BH , BA &c. crefcant fecundum progreifionem Geo. 
metricam , tam trapcEia LMDE , HMDF , AMDG &c. quam triangul* 
EBD, FBD, GBD Scc. progrefllonem Arithmeticam crefccntcm ; re&x ve- 
ro MD, LE , HF, AG <\c. progrei&onemGeometricam decrefccntem ex- 
Jiibebunt . Eil enim AG . HF = BH . BA , ic HF . LE =a BL . BH 8cc. (S.i 9 3 .). 

Co*OLLA*lUM VI. 

■ 

30*. Cum divifio afimptoti BA direcle tn infinitum produft», poifit in 
infinitum continuari,<ieterminari poterunt in fpatio , <juod afmptoto BA, 
8c curva ihyperboiict DG continetur , infinita trapezia trapexio LMDE 
aequalia. Afyraptoticum propterea «jufmodi fpatium infinkum vocantGeo, 
metra?. 
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ELEMENTORUM 
MATHEM ATICORUM 

L I B E R XVI. 
De 6guris ifoperimetris. 

DE figuris ifopcrimetris agit Pappus lib. V. ColteS. Matbematicarum , Sc 
Clavius tum in Commentarits fuper cap. i. Sphirae Joannis deSacro 
Bofco , tum lib. VII. Gcomctria Tratlic* . Qu* igitur hac de re 
fcitu magis digna nobis vifa funt, hic exhibemus. 

DEFINITIO. 

i ifoperimctr* iicmtur HU, quarum perimetri, ftve ambitus funt 

X. inter fe aqnalcs . LTt fi tria latera trianguli ABC aequalia fuerinc 

quatuor lateribus quadrilateri ABCD, duo huiufmodi plana rcctilinea erunc 
F : g. ». fbi mutuo ifoperimetra . Idipfum dicito de folidis, videhcet ea efle ifope- 
Fig. i. rime tra , quat squalibus fuperficiebus contmentur , quamturavis gcncrc dt- 
Tab.i7. vcr f a lnter f e mutuo illa fuerint. 

• 

THEOR.EMA L 

Triangutorum ifoperimctrornm eandem b.ifim habentitm^ 
quod cfl ifofcelesy majorem babct aream. 

x. Super eandem bafun AC defcripta habeantur duo triangtila ifopcrime- 
tS h tra ABC » ADC, quorum ABC fit ifofceles. Dico , aream \rianguli ABC 
lat,,,7 'e(rc majorcm area trianguli ADC. 

Dtmonftrath. 

Latere AB in direftum produclo , fumatur fegmcntum BF a?quale late^ 
ri AB,atque adco ctiam lateri BC, &: jungantlir punfta D, F recu DF, 
M| 9* &: puncla B,D refta BD. Quoniam igitur duo lateraAD,DF majora funt 
7 *reIiquo AF ( I ;/>. V. $.69. ) , cu i duo A B , B pofita funt arqiulia, duo latera. 
AD,DF majota erunt duobus AB,BC . Duo autem latera AD, DC funt 
ex hypothefi arqualta duobus AB , BC . Ergo duo AD, DF duobus quoqt.e AD, 
DC cruntmajora (Sjn.^tlf.g.zCa,) I fuUatoquc idcirco communi AD,rcliquiim 
DF inajus crit rcliquo DC ( lb:d.$. X69.). Itaque bafis DF trianguli DBF 
c.\ccJit bafim DC trianguli DBC. Duo auccm ilh tnangula habcnt latcra 
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BF, BC *qualia,& latus BD eft utrique commune'. Ergo angulus FBD erit 
major angulo DBC (Lib. V. § 96.) i ac promde redta DB bifariam non divi- 
dit angulum FBC . Ducta propterea re&a BE , qua? angulum ipfum FBC 
bifariam dividat , illa necetfano cadet fupra rc&am BD, urpote confti. 
tuens angulum EBC majorem angulo DBC. Htfce pofins, cum ingoliM FBC 
fit duplus anguh BCA, utpote xqualis duobus BCA, BAC ($ 50.), qui 
funt xquales ($. 60. ) , ncquk ar.gulus EBC efle una pars dimidia angult 
FBC, quin fit acqualis angulo BCA ( Lib. I. $.1 1 3.). Duo autem hujufmodi 
anguli EBC, BCA funt altcrni , produdti a refta BC incidente in re&as 
BE, AC. Ergo rc&x BE, AC funt parallcla; (Lib.W. $.11.)« Quamobrem 
direde produ&o latcre AD in E, jun&ifque pundis E, C recta EC, trian- 
gulum ABC ent iquale triangulo AEC (Lib.VL .52.). Triangulum au- 
tem AEC eft majus triangulo ADC ( Syn.^tlg. f. 157. ) . Ergo triangulum 
quoque ABC eft rhajirs rriangulo ADC (i. t€4j*h Triaogulorum itaque 
•Ac. qnod erat oftendendum . *" :«« ».i<i<l ' ' 

.>••• '"••'[ 1 1 • ' • i- ^ • • :« r. . . •• 

COROLLARIUM. 

Jlrca trlanguli regularis cxccd.t argJm trianguli irregularit 
ifoperimetri fuper eandem baftm conflituti. 

'' ! 3.«Omne'enim trUugoIum nfgulare eft ifofcelcs itih.V. $. • 

■ r; '.r< . "H **r* •* \ l - «1 r ; J' m : 51 r. ' 1 ■ ■ : 1 * «• ••« • .•■ 

» " THBOHEMA 11. 

♦ * • ...... * '.{<-»...* i.- , -.. ... . »* . .: . ... •. .• • . 

^Area reBanguti fuper dimidiatam bafim trUngnli ifofcelis conftituti , 
- ' eique ifoperimetri , cfl may>t area ipfm triangulu* 

•t?tt% u :l % |.*| t »*i.'' im.iv> !ii.jV.. m«n ,T 1 . • 

• 4; Super partem d.midiam D~ bafis AC triangulii ifofcelis ABC confti- 
tutum habcatur rcttaNgulum DFEC ipfi triangulo ifopertmetrum . Dico, 
aream rectanguh DFEC effc majorem area tfianguli ABC. 

Dcmonjlratio. 

Super eandcm partem DC concipiatur re&angulum BDCG ejufdem alti- 
tudinis BD cum ipfo triangulo ABC. Itaque cum latera DC,tiQ fint asqut- 
Iia ( Lib.Vl. $ 10. ) , duo BG , DC aequtlia erunt bafi AC. Eadem ratione Fijt. 4. 
aequalia erunt eidem bafi AC duo latcra DC , FE rcdanguli DFEC » 
proinde reliqua duo ejufdem reclariguli latera DF, CE erunt cqualta duo- 
bus lateribus AB, BC ipfius «rianguli ABC ($. i.)i cumque tam duo AB, 
BC (Lib. V.§ 25.), quam duo DF,CE fint a?qualia inter fe (Ltb. VI.^.xo), 
latus CE arquabit lams BC. Latus aurem BC eft roajus lttere GC (Lib.V. 

5 3*. ) , utpoce oppofitum angulo retSo BGC in trianguio BGC, ac proitv 
de angulo majori , quam fit anguIusGBC, cxn opponitur latusGC , qui eft 
acutus (^44.)rErgo latus quoque CE crjc majus Iatcre GC (Sjih*Hg.§.i64,). 

Elem. Matb. T.JK H Duo 
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Duo autem rtctanguta DE , DG ejufdera bafis funt intcr fe, ut altimdinet 
CE, CG (Lib.lX. S. ioa). Igitur re&angulum DE erit majus redaogtilo 
DG. Manifeftum porro eft, rriangulum ABC «qutre reclangulum BDCG 
($.97.). Ergo reSanguJum DE majus quoque erit triangulo ABC (.Sj>n.^lgk 
£ 16+.), Itaque are» rcftanguli &c, quod crat oftcndendum. 

THEOREMA IIL 

Aru fuadrati exeedit tream cujuslibet piraUelezrajnmi Mtt 

tfopermefri. 

h 

5. Re&aagulum EBGF fo ifoferimetrum quadrato ABCD, nimirum duo 
*' latcra BG , GF re£anguli fimul fumta fmt xqualia duobus lateribus BC, 
* 7 ' CD quadrati , qucmadmodum # rcliqua duo FE, EB reliquis duobus DA, 
AB. Dico,arcam oujdrari efle majorem area reSaiiguli EBGF. 

Ptmonftratfo. 

Xatui TG ponatur una pars dintUU lateri» DC,ut proinde latus DC 
fir duplum lateris FG. Super rcftam autcm bd duplam lateris BC conftitu»' 
tum habeatur rectangulum ad y cujus ahltudo cd fit in rationc fubdupla 
ad altitudinem, ifive ad Jatus OC, atque adeo aequalis alritudini FG re- 
ftanguli EBGF. Quoniam igitur ex hypotnefi babetur b d BC * CD , Sc 
BG = BC + CD — FG, bafis d re&anguH ad erit major bafi EG rcdan- 

Sili EG. Horum autem re&angujorum aJtitudines FG, cd pofita; funt xqua- 
s. Ergo re$angulun* ad cft majus roftangulo EG (LiblX «$.98.). Qia- 
dratum autera ABCD adsquat re&angulum «<i ($. 109 ); cum pofitum Gt 
BCpsDC. ed. Igitur quadratum quoque ABCD eft majus re&angulo 

EBGF (J>».^.«.26a|.). 



I t 




Demonftratio. 



Dircdc produfia bafi BC in G , demiflaque ex vertice F pefpendicula- 
ri FG, cum in triangulo CFG angulus CGF fit re&us ( Lib. III, §. 2 3...) , 
adeoque major angulo FCG, qui eft acutus (Lib. V. $.44.), Utus FC erit 
majus Jatere, five altitudinc FG ($. jj.). Eft autem DCssCF. Ergo la- 

tus 
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tUI quoque DC , five alcitudo quadrati ABCD excedit altittidincm FG pt» 
wllelogrammi EBCF, Quadrarum autem ABCD eft ad rombum EBCF, 
M tkitudo DC ad altlrudinem FG (litVlX. $.**&>• Erg° qu^ratun» 
ABCD eft majus rombo EBCF . 

rir. 

7. Eflo romboides wBGb ifoperimetr* qutdrat» ABCD. Dico , aream F»t> *. 
qtudrati ABCD excedere attaro fombold.* fliBGji. Tab.17. 

Dtmtmftratio. 

Soper eattdem bafim BG conftitutum (\t rcftan^ufum EBGF romboidi 
wBGn , adcoque cttam quadrato ABCD r ifoperimetrnm . Ex deraonftratione 
§. 6. mamirffum cft , aream reftangult EBGF majorem efle ares romboidif 
mBG*. Atea- autem quadratt ABCDr excedir aream reclanguli EBGF (§.$.). 
Ergo area ipfius qtradrati major itidem eric area romboidi* roBGn. Itaque 
area quadrat» &c. quod erat oflendendum* 

CoKOLI.AI.rVU- 

f . Ex dcmonftratione §■ 6. ad cvi Jcntiam colfighur r »rrrtfnr reSanguli 
excedere ateam cujuslibct paraileiogrammi obliquanguli fuper eandem bafitm 
unfiituti r *tquc ipft rcUnngnfo ifoperimetri, 

L E M M A Ir 

« 

Si in triangulo reSnngulo ab uno aenforum augulonm ti latnt eppofitum 
re&a nttmqne dutttur r major erie proportlo bujus lateris ai 
fegmentnm r quod prope angulum reSnm r qmm totiut 
anguli ad angulnm illi fegmenta- 
cerrefpondentcm* 

9. In rriangulo 1 rectangnlo ABC ab angulb* acuto* ACff ad oppofrtum fa- 
ft» AB ducatur utcunquc refta CD. Dieo, reftam , five latw AB lwbere Fipr* 
«aforenr proponionem ad fegmentw» DB,quam angulut- ACB- ad «qm^Tab.17. 



Dtmonftmto. 

Q*oniar» angulus DBC, urpote re&ui, eft major angu r o CDB, & tn- 
gulus ADC, mpote obtufu* ( Ub, V. §. ) , evcedtt angufum CBD' (& $ s.\ 
latus CD eric majus iatere CB, latut CA laietr CD {§. j j.) . Qua m- 

H x obr em 
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.•fcrem, fi intervallo CD ex crttro C.defcribatur arcus F.F, h fecab.it Iitu* 
CA fupca pundum A in^Ey &. lafus CB diretf* ioftat B produ&um m 
puodo F » eritque proprerejrLnitio;trfaiTguli ACf>a4 fcaorem ECD m«J 
jow inxqutlitaui ( Ltb. l.§. \&) ; minorit vpro. ingqitditafb racio trianguli 
DCB ad feftorem DCF (M)i ac proinde ratio trianguli ACD ad fefto. 
rem ECD erit major ratione rriangulj DCB ad feftorcm DCF ( ibid. §. 40 ) » 
Igitur alternando , major quoque erit ratio trianguli ACD ad rriangulum 
DCB,quanvfcaorij ECD ad feaorem DCF (lbi<L§. 1*9.) i & compvnendo, 
triangulum ACB habet majorcm ratiooem ad triaogulum J>CB » quam fe- 
dor ECF adfe&orem DCF ($ijj.). ttt autem fc&or ECF ad feaorem 
DCF , ita cft angulus ECF ad angulumDCF ( Lib. IX. §. *Cf.). Ergo trian. 
gulum ACB habebit majorem. rationem ad trianc;ulum DCB, quam angu- 
!us ECE, five ACB ad angukim DCF , five DCB . Conftat autcm , bafinv 
AB eflc ad bafim DB , ut efl: triangulunv ACB ad triangulum DCB ( lbitL 
§. 99.) . Ergo ratio quoque bafis AB ad bafim DB erit major ratione ao* 
guli ACB ad aOguwmDCB. Si ergo in triangulo- fcc quod. erat. &c 

S C H Q £ V a ,Hr 

10: Idipfum eodera modo demonftrabitur, fi anguJus ABC trianguli A'CB> 
merit obtufus , & univerfallrcr.fi angulus CBA major" fuerit angulo CAB- 

L E M M j* II.. 

J/operimetrarvm feuramm- re£lili*earwn ; rtgulmitmx „ t 

illa majorcm hubet catetum , qua\ pluribnt 
latenbm comprcbenditur. 

FTg. 7. i i. Sint duar figur* regolares ifoperimdr* CAB', LG, quarum CAB pli> 
». ribm, ouam LG, lateribus contineator. Ex eartrm autem centro D , H ad 
iab I 7«Iatus AB, EG ducantur reelar pCrpendiculares,. five cateti D^ Ud. Dico J( 
catetum D» df» maiorem cateto. H</v - 

w. -;"v > .'» . >» ••>. ... • . . • ... 

EkmonfttatiB: 

Duftls fadus DA, DB in figura- CAB, & HE,HG in figuraLG ,cum. 
-.plura 1 fint Iatera figurae-CAB, quam figur* LG , earumque. perimerri f»«t 
«quales (§. r.),. latu» EG erit majuc latcro AB , & qnumam tam fadii 
DA,DB,quara radii HE,HG funt aeqaalcs (Lib.IX §. i9.),duq triangula 
ADB, EHG crunt ifofcelia (Lib. V. §. 25.)) atque adco latera AB , EG 
bifariam divifa erunt a catctis D*,H* (jini. ^.78.),eritque fcmilatus Ed 
majus femilatere Aa (Lib.l.§. ti6.). Sccetur ergo (emilatus Ed in e ,ita ni- 
mirum ar fit ed^Aa . Quoniam igitur angukisEHG cft.adq^aMior redos, 
ut larusEG ad totum perimerrum EGKL , five CAB, & perimeter CAB ad 
latus AC,ut fune quatuor anguli re&i ad angulum ADB< i^./^.$.iajj,crit 
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ex tcqualitate rationis angulus EHG ad angulum ADB,ut latus EG ad Ia-' 
tus AB C zAl.$. 179.), cumque angulus Ll-Irf fir ad angulum' AD4, ut an- 
gulus EHG ad angulum ADB, & laius Ed ad latus Aa,live ad fegmcntura 
ed illi aequale , ut totum EG ad tottim AB ($. n6.) t quatenus tiempe ca- 
teti D*, Hrf tam angulos ADB , EHG , quam latera AB, LG biraruin 
dividunt ( Lib. V. §§. 78. 79. ) , crit quoque angulus EH</ ad angulum ADa t 
ut latus TLd ad Iatus cd. Major autcm eft proportio rc&ae Ecf ad redam 
ed, quam anguli LHd ad angulum etid (/. 9.). Ergo nv.jor itidem erit 
proportio anguli EH</ ad angulum ADa , quam anguii I H. ; ad angulurn 
e Hd , atque adeo angulus e H d crit major angulo ADa (1.6. I § 110.). 
Duo porro anguli edH , AaD xquales funt intcr fe, utpore rc^ti ; trcfquc 
anguli trianguh cHd adxquant tres angulos triaoguh ADa (Ltb.V. $ 47.). 
Igitur rcliquus ar^ulus Hed crit minor reiiquo DAa (Syn.^4'°. §. 169 ). 
Hmc, fi ad pundum e ponatur angulus bcd angulo DA« xquahs , rccta be 
cadct neceff.mo cxtra rcftam He ( Lib. III. $.9. ) , litmilque proinde concurrct 
cum rcfta dH in dire&um producla ultra centrum H in punfto b; &c quo- 
niam duo anguli DAd,D:A trianguli ADa funt a?qualcs duobus angulis 
bcd, bde trunguli ebd, altcr ahcri , & latera Aa , e d , quar ipfis xqualw 
bus angubs adjaccnt , pofita funt xqualu, latus Da iqu-ibit latus bd t Lib V. 
$.93.). Latus autem bd eft majus catcto Hd , cftquc iatus D.* catctus figurx 
ABC. Ergo catetus Da figurx ABC eft major caieto Htf figurx LG. Itaque 
ifoperimetrarnm figurarum &c. quod erat oftcndendum. 

COROLLARIUM I. 

Catetus circuli efl major cateto cujnshbet poljgom reguiaris 
ipft circulo tfopcnmctri. 

jr ': . 

12. Circulus enim cft polygonum rcgulare infinitorum Iatcrum (Lib.Xl. 
§. 149.) , ac proinde hujufiuodi, ut nullum (it polygonum regularc a circu. 
lo diverfum, cujus pcrimeter in tot latera fit dmfui , in quot divifui eft 
pcrimcter circuli. 

COROLLARIUM III. 

Toljedrorum rcgularium ifoperimetrorum illnd babtt majorem catctum , 
qnod pluribus plams continctur. 

ij. Enimvero , qucmadmodum in figuris planis regularibus re&ilineis 
tugeri ncquit numcrus latcrum illarum p. j rimetrum conftituentium , quin 
latera ipfa magis a ccntro reccdant, atquc adco quin carundem catctus ma- 
jor fiat, ita in figuris fohdis regulanbus , qux planis tei mmantur , nume- 
rus terminantium planoruin augeri baud poteft , quin fimihtcr plana ipfa 
a figurx centro magis continuo remota fiant, ejufque propterea catctus 
major evadat. 

Elcm.Matb.T.lV. H 3 Co- 
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COROLLAIUM III. 

Catttus fphara efi ma)or cateto cujuslibet poljedri regulariti 
qucd ftt iffs fpb*r* ifoperimetrum. 

14. Cum cnim fphsra fit polyedram regulare infinitis planis termina. 
tum (Ub.Xntf.u7.) nullum eft polyedrum regulare a fpharra diverfum, 
cujus fuperficies plura, quam fph.tr» fuperficies, plana eontineat. 

THEOUMA IV. 

}foper'metrarum figurarum reOilinearum regularium illa 
majoris eji arc* , qu* pluribus lateribus continetur . 

ij. Sint du* figur» regulares rectilineae ifopcrimetr* CAB, L£G, qua- 
rum CAB pluribus, quam LEG, lateribus comprehendatur . Dico, aream 
figurar CAB efle majorem area figuras LEG« 

Dcmonftratio, 

Area figura CAB adaquat rcctanguJum contentam fub cateto Da, Sc 
fub femiperimetro aMm, & area figura* LEG rectangulum contentum fub 
r cateto Hd y & fub femiperimetro dGKP ( Lib. X.§.z<). ) » ut proinde harum 
Fil" 0 % urarum are * ^ int direSke inter fe,ficuti hujufmodi rectangula. Recrangu- 
Tab.i7. ,um autcm « «teto Da, tc ex femiperimetro aMm eft majus recrangulo 
"ex cateto H<f, & ex femiperimetro <iGKF ( Lib. IX. $. 100.) i cum femiperi- 
mctri,qui fpc&ari poflunt , veluti ipforum rcctanguiorum bafes,fint «qua- 
les inter fc j catetus vero Da fit major catcto Hd (.$.11.) ac proinde inc- 
quales fint illorum rectangulorum altltudines. Ergo area quoque figurc 
CAB eft major area figurar LEG (Lib. 1.^.45.). Jfoperimetrarum itaque 
figurarum Scc. quod erat oftendendum. 

CoiOLjLAMDM t 

>A.rt* figurarum reSilinearum regularium diverft generis fibi 
fnatuo ifoperimetrarum funt direfte inter fe , 
Mt ipfarum cateti, 

16. Demonftravimus enim,aream figurar CAB efle ad aream figuraf LEG 
illi ifoperimetr» , ut eft rectangulum contenrum fub cateto Da, 8c fub 
femipcrjmetro «Mm ad rectangulum contenrum fub cateto Hd , & fub fe- 
miperimetro dfGKF. Hujufmodi aurem rectangula , utpote sequales bafes 
habcntia ,funt,ut catetijnempe ut altitudmes (Lib. 1X.$. 100. ). Ergo arear 
quoque ipfarum figurarum CAB, LEG eiunt, ut catcti Da, Hd. 
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CoROLLARIUM II. 

jtrea eireuli excedit aream cujuslibet polj&ui regularis illi ifoperimetrt. 

17. Area nimirum circuli ACB excedit aream polygoni regularis RAB 
ipfi circulo ifoperimetri. Etenim,cum circulus fh polygonum regulare infini- — 
torum laterum (§. 149-), nullum cft polygonum regulare a ciroilo , diver-j^' * 
fum , quod tot lateribus contmeatur, quot circulus comprehenduur . Ergo 
illius area eft major area polygoni cujufcunque regularis illi ifoperimetri 
Accedit, caterum DCcircuii exeedere catetura D.» polygoni R.AB 
(§. ii. ). Ergo illius quoque area erit major area polygoni R.AB (§. i<J.)_ 

COROLLARIUM III» 



18. Hinc circulus efl maxima omnium figurarum reftdittearuw regularium r 
ua funt ipfi circulo ifoperimetra . 

THEOHEM A V: 

Toljedrorum regularium ifoperimetrorum illui efl majus T 
quod plurtbus- planis eontinetur, 

ij. Slnt duo- polyedra regularia ifoperimetra ABC, DEF r quorum ABCpi»^. 
pturibus numero planis, quam DEF , contincatur . Dico,. aream polyedri Fig.i* 
ABC majorem effc arei polyedrl DEF^ TiELt7. 

Demonftratia . 

Kecta ae fit catetus polyedri ACB , 9c recla bx fit catetus polyedri 
DEF. Concipiatur autem parallelepipedum amn ,cujus bafis e mn adarquet Ftf.tv 
tertiam partcm fuperficiei polyedri ABC , & altitudo" ae ipfius catetum » Fig. 1 
nec non parallelepipedum; bxj, cujus itidem bafis xyx fit tcrtia pars fii-Tab.17- 
perficiei polyedri DEF, tc alritudo bx fit ejufdem catetus. Quoniam igi> 
tur fuperficies, ipforum potyedrorum 1 funt cquales (§. 1. ), bafes quoque 
emn r xjx paraJleiepidedorum amn, bjx erunt sequales (Lib. l.§. 116. )i 
atque adeo parallelepipedum amn erit ad parallelepidedum A;t,ut altitu- 
do ae ad altitudinem bx (Lib.Xllt §. 47.) , five ex conftructione, ut ca- 
tetus polyedri ACB ad catetum polyedri DEF. Catetus autera ae polye- 
dri ABC eft major cateto bx polyedri DEF (§. 13 ). Ergo parallclepipe- 
dum quoque amn erit majus parallelepipedo bjx (Lib.V§.^.). Manire- 
ilum porro eft, polyedram ACB efle aequale- parallelepidedo 4 m n , & po- 
lyedrum DEF parallelepipedo bjx (Lib. XIV. §. 100. ). Ergo polyedrumj 
ACB majus itidem erit polyedro DEF (Sjn.Mg. $. 160.). Polyedrorum 
crgo regularium &c. quod erat oftendendum . 

H 4 Co. 
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Co&OLLARruM L 

.;. . jtrcfi polycdmum reiulnrium ftbi mutuo ifoperimetrorum , 
Junt d.rcftc intcr fe, ut ipforum cateti. 

20. Oftenfum fiquidcm eft, parallelepipeda amu t byz,, quibus polyedra 
ACB, DEF funt squalia, efle dirctti intcr fe , ut ipforum altitudines ac , 
bx } qua» ab ipforum polyedrorum catetis non funt diverfa?. 

CoK.OLLAJt.IUM II. 

¥ ' . . 

21. Ex quinquc eorporibus rcgularibus cubus c(l major tetraedro itli ifopc- 
rimetro 9 oB.icdrum- cubo , dodccaedrum otl.tsdro y & icofaedrum dodecacdrov ac 
proinde icofacdrum efi quinque corporum rcguUrium fibi mutuo ifopcrimctro- 
rum mAXimum, tetraedrum vcro omnium minimum. 

C O R O L L A R I U M II I. 

\Arca fph&r* excedit aream cujuslibct polyedri reguiaris 
illi ifopcrimctri + 

22. Ut fi fphrrx ACB ifbperimetrum faerit polyedrum regulare ArC> 
Fie.is. ^ irra erit ma /° r polyedro AeC . Etenim numero plura funt plana , qui- 
Fig.ij. bus termiaatur fphrra ACB , quam ilht, quibus polyedrum AfC compre- 
Tab.17. henduuri cum illa fint numero infinita ( Lib. XIII- $. 117.) ,harc vero fini- 

ta. AdJe,catetum DC fphsra: efle majorem catcto ae polycdri AeC ($.14 ). 
Ergo fphxra ACB raajor itidcra erit polyedro A«C ($. 2$.). 

C O R O t L A H. I U M IV» 

zj. Pvrfpicuum idcirco rcmanet , fph.tram effe omnium folidoruM rcgult- 
rium ipfi fpbxr* ifoperimctnrum maximum. 

fHEORE M A VI. 



• ri 

* • ' ' •'••". "•')•;• 

Spb*ra efi majvr tara cjlindro, quam cono ipfi fphara 

ifoptrimctro: 

■ * • • 

•• .• • : t • . • .. > JL . . , 

a'4-. Spe<ftctur fph.xra ACB. Dico p/rime ipfam eflfe majorem q\i6cu»v 
que cyhndra itli tfopcrimem, .%* 



1 p.' 



t 

Dc- 
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Demonfiratio. 

Sphsra ACB ada»quat cylindrura , cujus bafcos circulus fit atqualis toti 
fuperflciei ipfius fphxrx , alritudo vero tertia? parti radii DC (Lib.XlV. 
5.107-), ac proinde eft awjualis cylindro, cujus to.ta fuperficies eft major 
fuperficie ipfius fpha»rar. Ergo fphatta eft major cylindro , cujus fuperficies 
ipfius fphsrx fupcrficiem adxquat. 

IL 

t{. DicO a,fphzram ACB eflie majorem cono, qui fit ipfi fpharra» 
ifoperimetcr . 

Demonftratio. 

Coincidit cum prarceienti . Sphxra enim eft asqualis cono,cojus bafeos 
circulus fit squalis toti fuperficiei ipfius fpharra» , attitu4o vero ejufdem 
radio ($.103.).. Itaque fphjera &c. quod erat oftcndcndum . 
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ELEMENTORUM 

MATHEM ATICORUM 

L 1 B E R XVIL 

Praxipua elementaris Geometriar problemata 
refolvuntur, 6c demonftrantur. 

ELementaris Geometria» problemata > qux in hoc poftremo libro re- 
folvuntur > .& ex tradnis principiis demonftrantur , funt praecipua , 
qux in hac Geometria? parte tradi folcnt. Totum porro librum in 
tres fc&ionesj.majons. claritatis gratia , partiti fumus , quarum prima ea 
contlnet probiemata, quae aJ lineam fpe&anti (ecunda comple&itur illa, 
qua; ad fyurai pUnas ; tertn vcro , qune ad foltdat pertment ,comprchcndi:- 

SECTIO P R I M A. 

De linea re&a, & angulo plano re&ilineo. 

PROBLEMA l 
tReffam lineam finieam. biftriam dividere- 

Fig. 4. 1 "C Sta rc &* AB^quam bifariam dividere oporteat. 
Tab.18. -C 

■ 

Refofutio. 

Ex pun&is extremis A, B lubito eircini intervallo, quod dimidiam ipv 
fius rc&ar partcm excedar , defcribintur arcus *b t cd y ef y mn fe mutuo 
fecantes in punftis *, per quat ducatur rccla xx.> Haec bifariam d»vi» 
det ipfam reftam AB in pun&o C. 

Demonftratio. 

Quoniam refta? Ax,Bx ex conftruftione funt sequales (Lib. Vll$. 10. ), 
triangulum AxB erit ifofceles ( Ltb.V.$.z^. ). Rurfus cum duo latera Ax, 
Br fint a?qualia,& latus xx. fit commune utrique triangulo Axx, Bxst , 
eorumque bafes A*, Bx, fint xquales (Iifr.VII.$. io.),angu!us Axz, arqua- 
bit angulum Kxz. (Lib.V.f.Si.. Ergo refta xC bifariam "dividct angulum 

ver- 
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verticalem A*B trianguli ifofcelis AxB. Quamobrem re&a *C bifariam 
quoque dividit reftam AB ($.76.), adeoque &c. 

COROLLARlUM. 

z. Cum ob arqualitatera redarum xA, A£,zB,Bjr quadrilaterum xAtB 
fit parallelogrammum (I16.VI. §. iS. ) , qua ratione re&a xx, bifariam 
dividit rc&am AB,eadcm ratione re&a xx a rcfta AB bifariam dividatur, 
fintque reda* A B , x z diagonalej parallelogrammi xAsB, perfpicuura rc- 
manet, diagonales parallelqgrammi fcfe mntno bifariam divtdcrc. 

S C II O L 1 0 

3. Si linca? dividend» longitudo major fuerit , quam fuperior opcratio 
patiatur, auferantur hinc inde , initlo fumto ab extremis, partes numero, F 'j£* 4- 
& magnitudine zquales, donec idoneum fegmentum in medio rclictum " 
fuerit. Ut fi dividenda fit re&a DE, dccrafhs binc inde arqualibus parti. 

bus DA,BE, refiduum fegmentum AB bifariam, ut fupra , lecetur. Tota 
cnim recla DE crit hoc ipfo bifariam divifa. 

PROBLEM A II. 
Urcum circuii bifarim dividere . 

4. Dividere oportcat bifariam arcum circuli AjB ; 

Bjfolutio* 

Extrema punfta arcus jungantur refta AB, qua? bifariam dividatur ope Fig. 4. 
tc&s xt. (f. I.). Uxc bifariam quoque dividet arcum ipfum A7B. Tab.itf. 

Demonftratio. 

Cum enim,ut §. i.oftenfum cft,anguli A.vx, V>xz. fint equales,& trian* 
gulum AxB ex conftructione fit ifofccles, recta xC ent chorda; AB per- 
pendicularis ($. 1.). Ergo recta ipfa AC,live xx 9 arcum A/B bifariam 
dividit (Ii&.VII.$.4oJ. 

PROBLEMA III. 

jLngnlum retlilineum bifariam dividcre. 

j. Efto angulus rcdilineui A.rB bifariam dividendus. 
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Rjtfolutio, 

Ex apice *, Iubito circini intervallo, fccenrur reftae *A,xB in puncHs 
F'?* 4« A, B, & ducatur rech AB, quas bifariam dividatur , ut fupra , ope rc&as 
a ' irsc . Hsc bifariara d.vidct ipfum angulum AxB. 

Demonftratio. 

Patct ex demonuratione §. i. 

PR.OBLEMA IV. 

>Ad datam rcftam lineam , datumque in ea puntlum , dato anguh 
rcftilinco tqualem angnlum retlilineum conflituere. 

6. Ad datam rectam lincam AB,datumque in ea pun&um 4 conftruere 
oportcat angulum reftilineum, qui fit arqualis dato angulo DCE. 

Rjfolutio. 

Ex dati anguli apice C, lubito circini intervallo, defcribatur arcus DE 
intcr rccT:asCD,CE comprchenfus. Tum eodem intervallo , ex dato pun-_ 
Tab.iS.£ 0 a g at arcus i n q UO ex pundto b fumatur portio be arcui DE 
arqualis,& ducatur recta af. AnguIus/aB erit angulus quaefitus. 

Demonftratio . 

Cum enim arcus be, DE fint arquales,anguli quoquc &ae,DCE erunt 
acqualcs {Lib.Ul.§. 14.)^ 

PROBLEMA V. 

Tcr datum puntlum extra datam retlam ducere reftam illi parallclam. 

7. Extra redtam AB habeatur punctum C, per quod reclam ipfi AB ps- 
rallelam ducere oportcat. 

Rffolutio. 

s 

A dato punclo C ad datam AB ducatur rcfta Ca angulum acutum con- 
F ! g. 7. ftituens CaA. Tum cencro a, mtervallo aC defcribatur arcus Ce , & ex 
Ta'>.:i\pun&o C, cock*ni circim intervallo, arcus ad, in quo fumto arcu ab ar» 
cui Ce arquali, pei puncta C, b agatur rofta Cb y quar erit parallela qua:- 

fita. 

De- 
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Demonflrath* 

Quoniara arcM Ce , ba funt cquales, secpales ernnt angufl alternt Car y 
bCa ( Lib . II I. §. 14. ) . Ergo reftc Cfc , AR erunt paraliela; ( Libs IV. $. 1 x x.). 

PROBLEMA VL 

» * 

ttctfr* reffeM liweam, t altcra recTa fctla tftl 
S. Secare oportcat reaam AC r ot eft fefta re£a AH i n pun&o DI 

Refoluth. 

Jungantur recta» AC, AE, ut angufum conftituant CAE. Tum ab extreS 
mo C ad extremum E dufta re£a CE , per pun&um D agatur rcfta BD f' 
rea« CE parallela (f 7.). Rcfia BD fecabit rcdam AC ui pnnfto B, ut Tab lb 
fcaa 1 i re&» AE in D. 

Demonftratfo* 

Cum enhn ex conftructione redta BD (it parallela oafi CE trianguli CAF, 
iabebiuir AB^ BC=3 AD. DE (I&lXf 15.). 

CoROttARlUWC L. 

9. Hinc p^ater artificium dividcndl reftam Iineam fecundutn datam proi 
portionem , puta rcdhm AE fecundum rationem re&ae ab ai re&am bc. Figr. 
Etenim , dufta recta indefinita AC anguhinr» conftituente CAE cura re£UTab,i s*. 
AE, ponatur AB=aab, & BC=3&c, junSifque punctis C, E re&aCE* 

per pun&um B ducatur re&a BD ipfvCE paraltela ($. 7.). Erit AD.DE. 
bc r eum fit AD. DE=aAB. Be (lifc. IX. §. %y) ► 

10. Manifeftum eft propterea r quomodo er data- refta AE imperara par» 
auferri polfit, puta una part tertia. Quandoquidem , fi du&a refta indefi- 
nita AC , fumantur in ea ex pundto A tres partes xquales lubita? magnitu-, 
dinis AB, Bm, wC, jundiifque punftis extremis C, E redar CE,-per pun> 
ftum B ducatur reda BD tcdtis CE parallcla y erit AD una par* tertia 
<U AL. Hinc 



Co 
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COROLLAHIUM III. 

II. Liquido apparet % quomodo rt&u iinea in quottunque partes aqu». 
Ie$ fecirt pofiit. fllarum quippe una iaventa , ftmtaque ope tirtni Uiiu» 
magouuduje, tota ipfa reda in quxfita* partes dividetw. 

PROBLEMA VIL 

4 

DaU reUai Une* t pmUo im illa dato reSam perptnl 
dknlarem txcitare. 

ji} If AH darum fit puntfum C, ex quo redam ipfi AH pe* 
pendicularem excitare oporteat. 

Extra ipfam AH fumatur quodvis puncrum D> ex quo ft dueatur recU 
. Punaum C, angulum aeutum conftituat. Tum ex ipfo puruSo 
AaQ ' ia D >( ioterv»iroDC defcaibatur circulus xCB fecan* rec>am AH in punfto 
B, cx quo ducatur diameter Bx, & iuneantur tmnda x. C refta xC.aua? 
«rit ipfi AH perpendiouari*: P ^ . 

Bemonftratio . 

Reftut enim eft angutus xCH (Z/k f& §.70, urpote in iemicircuro* 
-o- conuuens, 

COROLLARIUM. 

ij. Manifeftum eft^ quonrodo pcr <hrum punctum in data 
poffit duct refta^quar rtfttm ipfam ad aogulos refio» dividar* 

PROBLEMA V. 

M datam rtUam Uneam tx puuBotxtr* Ulam pofm ttOam 
perpenduulartm duxere. 

t+ Extra rc&am AH datum fiabearur punftum x , ex qut> redam dV 
* ono "" r ipfi AH perpendicularem. 



Rffefutib* 

xSlJf , Ex *R P 0 "^ f a <* ipram AH ducatur refta xB acutum angulum eit 
^•»-fiacns xBA. Hac deinde kariam divifa in pundo D ($. iJ,centro D» 
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intervallo DB, fecetur re&a AH in C.ad quod cx dato pundo x ducatur 
refta jrC,qu* erit perpendicularis quarfita. 

Demonftratio . 

Conftat enim , delcrtpto. circulo x CB , tngulum xCR irt feraiclrculo 
conftftere, atque adeo ipfum efle redum (Lib. VU.jf.7j.). 

S C H 0 L 1 0 H. 

15. Cognito artificlo ducendi rcftim, qux alteri re&c ad perpendicu- 
lum incumbat , liquido apparec, quomodo norma conftrui poflit. Eft enim 
narma inftrumentum Geometricum ex duabus regulis ad angulum reftum 
fimui jun&is compofitum , quo explorari folct , an datuc anguius redili* 
neus fit reftus. 

DEFINITIO. 

16. Re&a linea duitur fctita mcdia>& extrema ratione , Cum majut UUut 
fegmentum efl ad fegmentum minus , ut tota ipfa linea efi ad fegmentum ma- Fig.ia. 
jut. Refta nimirum AB erit fefta nedia h & cxtrema ratione in pundo D,Tab.i8. 
fi fcerit AD. DBssAB. AD. 

COROLLARIUM. 

17. Itaque re&a Hnca erit fccxa media, & extrema ratione, ft majus il- 
lius fegmentum ruerit medta proportionaiis inter totam iptam lineara, Sc 
fegmentum mtnusi ac proinde fi quadratum fegmeoti majoris fuerit arqua- 
le redanguio contento fub tota, & fub minori fegmento ( Lib. IX. $. 1 1 8.). 

PR.OBLEMA IX. 

18. Efto reda AB mcdia, & cxtrcma ratione dividenda. 

Rjefotuth. 

Bifariam divifa recta AB in a ($. x.), totl AB adjiciatur pars Afc=cA*: r 
Tum ex punfto A erefta perpendiculari AdsBA ( §. n.),centro b*T*bll' 
intervallo bd, defcribatur «rcus dD fecans reftam AB in D. Recla AB 
erit fcdta in D mcdia, & extrcma ratione. 



De- 



Digitized by Google 



Elemcnrorum 
Demonftratio. 

In direftum produ&a recH Db in e , fiat ebr=b\ ; adeoque e A = AB , 
(iique f jt re&angulum ex tota eA , five AB fimul cum adjc&a AD in ipfam 
AD< iVf/i) fit quadratum retft* fA , feu AB. five A<f. Quoniam igitur re- 
cla eA divifa eft btfariam in b , eique adjc&a eft pars AD , re&angulura rx, 
una cum quadrato partis diratdia? bA erit xquale quadrato reftx bD (Lib. 
XV. \ 146. }}ac proinde eriam quadrato reftx bdicum fcilicet fit bd=bD. 
Quadratum autem rcttar bd eft atquale quadratis laterum b\ , Ad timul 
ftimtis (lifr. VI. $.57.). Ergo re&angnlum qttoque ex una cum quadrato partis 
b\ erit xquale quadratis reftarum b\ y Ad (Syn.^dlg.S. l6i.)> nempe qua- 
drato em re&a» eA una cum quadrato re&x b\ ex conftruftione. Sublato 
propterea communi quadrato rectx bA , rc&angulum ex erit xquale qua- 
drato cm (ibid. $. 166. ), fiquc his dematur commune redangulum e«, reli- 
quum /w erit xquale refiduo quadrato Ax (ibidem) . Eft autem /»=:AB, 
e,? = eA— aAB, c/=AD, adeoque /jj = DB i ac protnde / m cft reftan- 
gulum ex tota AB in partem DB, & A* eft quadratum partis AD. Ergo 
refta AB erit feda media, & extrema ratione ia D ($.17.) 

PROBLEMAX. 
Datis duabus rettis lineis tertiam gcometrice proportionalem invenire . 

19. P6ft reftas ab , bc invenire oporteat tertiam gcomctri cc proporrio- 
nalem. 

■ . 

E^efolutio. 

Du&a reft.i indefinita AD, fumatur AH = ai>; ere&aque perpendiculari 
Flp. 9. BCsszbc ($. 12.), jungantur punfta A, C recta AC, & ex pundto C aga- 
Tab.18.tur re<3a CD, qua» ad pcrpcndiculum incumbat rcftx CA, reftxquc BD oc 
currat m punfto D. Recla BD erit tertia proportionalis quxfita. 

Demonftratio. 

Cum cnim ex conftruftione angulus ACD fit reftus , triangulum ACD 
erit rc&arigulum. Re&a autem CB hyporcniifr AD itidcm ex conftrucrio- 
ne ad perpcndirulum infiftit. Ergo cnt ~AB.BC.BD ( Lib. IX. $. 74.). 

COROLLARIUM. 

io. Minc apparet , quomodo linearum proportio in infinitum continua- 
ri pofliti 

PRO. 
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PROBLEMA XI. 

Datis tribus reSis lineis quartam geontetriee 
proportitnalem mveoire . 

*t. Datis tribus *b>bc t ad, invenire oporteat quartara , ad quam fe ha- 
beat tertia ad ,ut fe habet prima ab ad fecundam bc. .. - 

Rjjolutio. 

Ex pun&o A ducantur rec"ta? indefinirar AC , AE angufum confriruentef 
CAE . Tum ex pun&o A fumatur in re&a AC fegmenrum ABr-rafc , 8e Jrf *' 
fegroentum BC in reda vero AE fegmentum ADe^ad, lunciifque 

punclis B, D recla BD , ex punfto C ducatur recli CL paralleU 
bD (f. 7.). Segmentum DE crit quarta proportionalu quxlita. 



Nim, cum in triangalo CAE reda BD fit paralleU baf.CE, erit AB.BC 
saAD.DE {LibAX.$. 5 ,.). 

PROBLEM A XIL 

Inter duas reSus lineat mediam gtomctricc 
prvporttonalem invenire. 

a». Inter duat rectas AB, BD mediam geometrice proportionalem itvj 
venire oporteat. 

Rjtfolutio. 

Duar tc&x AB, BD fungantur in directutn , Ira nimlram nt unam re- 
tfbra conihtuanr AD , i\ ex purnSro B educarur recta perpendicuUris BC Hf. $. 
( §. iz.). Tum bitariam dmfa rora AD in puntSro E (£. I.) , centro E,in-Tab.i8. 
tervailo partts «Jimidiar EA , defcribatur femicirculus ACD fecans 
BC in pundo C. Rjeda BC eru mcdia proportionahs quaefita. 

Demonjkatio. 

Patet ex §. 76. hb. IX. 



Elcm.Math.T4y. I 5 J> 



i 30 Elementoruni 

SECTIO SECUNDA. 

De figuris planis. 
DpFI NITIO. 

Vt 11 1 3'Tp&* n * rcBilinta fuper dat^m reUim lineam defcnbi dicJtur, eum ipfa & 
Tab.i*! * ne * P" l*t*n P~l kt * dc;cnbcntUt.Sic tmngulum ADBdicitur 

'«bfcriptum fuper reftara AB, quia unuui ex Jateribus ipfm* trianguli eft 

Jpfa te&t AB. . 



PKOBLEMA t 



£x tribus rettii lineit, quarum du* fimul fumttt retiqud 
ftnt majores , triangutum tonflruere . 

14. Ex tribus reetis lineis AB, ab t cd t quarum dux quxcumque fimul 
fumtx rehquam excedant, trianguJum conftruere oporteat . 



I\efolutio . 



■ l ' • • - 

■ ' C t '- 



£x pundo cxtremo A unius ex illis AB, tntervallo alterius cd , dcfcri- 
Fig.n. batur xrcus mn , .arcus vero jnt priorem fccans ex xltero extremo B,inter- 
Tab.1S.vaU0 redx ab. Tum ex punclo fedionis O ad extrema A , B ducantur re. 
Ctx AD, BD, qur conftituent triangulum quxfitum ADB. 



Demonftratio. 

Eft enira AD=r:i, & BD=4& (Lib.fll.f. 10O. 

COB.OLLAAIUM. 



. > 



tji. Hioc pa^et. artificium conftruendi fup;r datam re£hm lineam trian- 
gulum tam «quilajerum, quam ifofceles . Quandoquidem xquilaterum erit 
mangulum, ii tres datx re&x linex fucrint xqualesj erit vero ifofceles > fi 
dux r.ntum xqualcs fucrint , illx nimirum, qux pro Jateribus aflumuntur. 

PROBLEMA IL 

Datis duabus retlis lineis t reffanjulum eonflruere. 

16. Redangulum conftruere oporteat , cujus duo latera circs angulum 
re&ura iint dux datx re&x hnex ab t ad. 
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■v> iR/filntio. 

...... , ..^Ki m,! v- ;. \ i». t. t irMi.ii • . . *. 

Pofita refta AB = j{i r ex i.lliuf. extremU Aj B erigamur perpendicuU- 
re$ indefintt* AF , BG ($.n.) $ tum fiat AD = a<l , 8c BEsAD, jun- 
ganrurque extrcou D, £■ refta DE . Q.uadnlateruto, DB crit rea»ngoUiU| 
qusefitum. 

Demonftratfo. 

Emmrcra, oum re£t* AD, BE ad perperfdieulum tn eodem plano 
«umbant redx AB,eiunt parallelar < Lib. I V. §. lo ) . Sunt autem aequale* 
«x conftroftiooe . Ergo dux quoque AB, DE paraUel* erunt inter fe (Lib.r. 
$.88.),. & zqualei {lbid.§. 75.). ac proinde quadrilaterum DB erit ptraU 
lelogrammum ( Lib.Vl.§. %.) ,& quidcm rcdangulum ( /6/^9.). adeoquearev 

COIOLI AIIV M. 

17. Liquido apparet r quomodo fiiper datam re&am quadratum conftrar 
poflit. Satis namque eft r ut altera illi xqualis aftumatur , utque ex ilhl- 
tectanguluro fiat .■ 

PKOBLEMA III. 

Suptr datam rtEtam lintaw dato triangnlo relltline» 
triangulnm re£Hlinenm fimilt ftmiliterqne 

pofitvm dcfcribert. . ' ' • « 

xZ. Super reftam AB dato triangulo- reailineo' abt trianguluro Gmile 
fimiliterque poGtum defcribere oporteat. 

Kffoiutior " :. 

• 1 ••. , 

Ad extremom A datx re&x AB conftitttatur angulus EAB xqailis an-- 
gulo tab, & ad exrremum B cjufdem redx angulus EBA angulo tba xqua- F^.T^i 
li$ (§.6.)i reaas autem AE, BE dirtftr producantur ,. donec concurrant in F*«-M- 
punfto E- Triangulunv AEB erit fimile triangulo atb ,Sc fimilkcr pofirauu 1 * ,> ls - 

, Dcmonftratio* 

I -• ■ . 

Cum eniro anguli EAB, EBA fint xquales ex conftrudtione angulis tab w 

eba , alter alteri , reliquus ltidcrn- AEB' erit, rehquo aeb xqualis ( Lib.V» 

$. 4^.). Duo igitur triangul* AEB*, atb funt xquiangula » adeoque fimilias 

(Ltb.X. §.66.) k cunwqur xquale» eoruro anguli eodem ordiot fefe confe- 

quantur, erunt etiam fiouluer pofita» adeoque Ac. 

I PKP- 
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PKOB IE M A IV. 

Super datam refttm Itneam dato poljxono poljgonum 
ftmilt ftmiUterqut pofttnm defcriberti ~ ' 

. \ , At s.. ". , ':. • • •• 1 • t» .<) ' . - *: ii i" 

• 19 Snper receam Afl dvfcnberc opOrteat pentagonum fimile pcntigono 
icMi & Goilucc poGium. 

Rffolutio-* 

Penragonum rcfr refolvatur in tria trianguU <trl>, axt>bde % tum fijper 
F'Ci5 M ^ am AR rriangulum AF.B fiirule triangulo ae b , fuper Utus AE tr». 
Tab.i* >n S u - un> ACE fimtle triangulo ace, & fuper Ucus EB ttiangulum BDE fi»: 

mile rn*ngulo bde (&*8). Pentagonum CAO erU fimiie dato pentagon» 

cad , & fimihter pofitum. 

Dermnftratb. 

Otrumque pentiqonum CAD , cad tn totidem ex srquo trianguU fimili* 
rcfolvi potefr-. Id autem nonntfi fimiltbus polygonis convcnit . £rgo duo 
ipfa pentagona CAD, cad funt fimtlta. 

PROBLEMA V. 

Diti tirctdi ctntrmm int/enirt. 

50, Efto circulus xCB, cujus ccntrum invenire oporteac. 

Kefolutio l ■ '• 

Dufta chorda CB, ex altero ipfius exuemo C erigatur perpendicularir 
Ftg.r« Cx occurrens penpheriar tpfiu» ctrculi in puncto * ($. il.) ; duoque ett- 
Tab i3. rT - cma punAa x,B junganrur recta xB, quar bifariam dividatur inD( $.!•)• 



PunSum D ent ccntrum ipfiur ctrculi. 

Demonftratio, 

Cum enlrn angulus rCB fit rectus ex conftructione , fegmentum xCB 
circult erit femictrculus ( lib. VII. <$. 78. ) . Ergo recla *B erit diameter cir- 
culi jrCB* ac promde punctum D tlltus centrum. 



Refoiutio 11: 



!*.. 



Dufta utcunque chorda CB, etque bifariam divifa In punfto b ($. t.)t 
«rigatur perpendicul aris ta ($. 1*.), octorrcnr peripherix ipfius circuli in 

pun- 



Digitized by Google 



Liber XVII. 133 

punftis 4, e, ipfaque ae bifariam dividatur in punc"h> D ($. i.) , q S0 d 
erit ccntruin circuli quxfitum. 

Dcmonflratio . 

Patet manifefte cx $. 42. lib. VII. 

PROBLEMA VL 

Ter tria data pun&a , qutt non fint in direftum 
pcfita , circulitm dcfmbcrc. 

31. Circulum defcribcre oporteat , cujus pcriphcria fimul tranfeat pcr tria 
puntta A, B, C non in dircclum pofita. 

Rjfotutfo. 

Punifta A, B * B, C jungantur rcftis AB, BC , quibus bifariara dtvifk 
in 4, t ($. 1.) , ex ipfis pun&is a , e engantur perpcndiculares *E, *G F 'g; 
{$. ii.), fefe mutuo fccantes in punfto r, quod crit centrum quxfiti clr.X*" **• 
culi, nempe circulus defcriptus ex pun&o x, intervailo xA, tranlibu per 
tria puncla A, B, C. 

Demonftratio. 

Ex punclo x ad tria ipfa punfta A , B , C du&* intelligantur recl* 
jrA, xV>, xC. Quoniam igitur rc&a AB fe&a eft bifariam in a Bc refta ax 
eft communis utrique tnangulo Aax , Bax , duo hujufmodi triangula habe- * 
bunt duo latcra duobus lateribus xqualia , alterum altcri. Eft autem etiam 
angulus Aax sequalis angulo B.i.ri cum uterque fit re&us ( 1/6 III. $. 37.), 
Ergo bafis A.r xquabit bafim Br {Lib.V.$ 73.). Eodcm modo oftendam, 
reclam xC effe xqualem rtttx B.r . Igitur re&x xA, jrB , rC funt xquales » 
ac proinde penphcria circuli dcfcnpti cx pundo x , antervallo unius ex il- 
hs re&is lineis, tranlibit pcr tna punda A , B , C. 

COROLLARIUM L 

32. Itaque per tria quxcunque pun&a non in directum pofita tranfirt 

poteft peripheria circuli > atque hinc 

COROLLARIOM II. 

33. Circa quodcunque triangulum planum reftilincum circulus dcfcnbi 
poteft. 

Ekm.Matb.T.lF. I 3 Co- 
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CoROLLAKIUM III. 

34-Eodem modo invcnitur centrum dati arcus circuli , fcu datui circuli 
arciu perficitur. Satis namque .eft , ut .dcterminatis ,tribu$ puntlis in ipfo ar- 
cu , inveniatur ccntrum circuli.,cujus peripheria per tria illa punftt incedat. 

L E M M Ji h 

Cmnit fenra rtSilinea dquilatera circulo infcripta , efl regularis . 

3f. Circulo ARCD infcripca fit figurt reftilinet xquilatert ABCD. Di- 
fo, figuram re&ilinetm ABCD efle regultrem. 

Pcmonftratio. 

Quoniam cx hypothefi latcra AB, BC, CD funt xquajia, trcus quoque 
A<iB, B/C, CmD erunt zquale* (l<&.VIII. §. 38.)} ac proinde totus arcus 
-rlfc^g AdeC xquabit totum arcum BfmD (Sjm.~*lg $. i<5y.). Igitur duo itidem 
* anguli RBC, BCD funt xquales (Lib. VIM.j.73.). Eodem modo oftenden- 
tur aequties <etiam duo BCD, CDA , atque ita deioceps. Redilineum ergo 
ABCD eft xquiangulum. Eft autem etiam xquilaterum ex hypothefi. Ergo 
eft rcgulare ( L1b.VS.10.) . Omnis ltaque figura Scc. quod crat oftcndendum. 

P R O B L E M A yi I. 

Teripheriam circuli unico circini intervallo in duodecim tquales 

partet dividcre. 

36. Efto pcripheria .circuli ABCD unico cjrcini intervallo io duodccim 
xquales partes dividenda. 

Rjifolutio. 

Ducantur diametri AC, BD fcfe ad angulos reftos fecantes in centro a 
(f. l^Jitum intervallo radii Ba , ex punfto A fecctur periphem in pun- 
Fif.17. his d,Xitx pundo B in punftis b t fi ex punfto C m punftis r,8f & 
Tab.i8. ev p UI1 ft 0 d in punftis m , x , eritque tota ipfa peripherit divift in duo- 
«Jecim ptrtes xqualcs, prout quxfitum fijerat. 

Dtmonftratio . 

Enimvero,cum ex conftru&ione arcus BA, AD fint xq uales ( Lib. III. 
§. 14.), ficuti ettam arcus Bb y Dx ( 1/6. VII. $. 38. ), etiam rehquus b\ 
rdiquo Afc erit xquaJis (Sjn.,Alg.§. 166.). Totus autem b x eft tertia pars 

fcmi- 
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fcmiperiprieri* BADj cum uterquc V>b t D*. fit itidem una pars tertia eju£ 
dem(Ltb VII. $97 • ) . Hrgo uterquc arcus b\ r A% erit una fexta pars femi- 
pcripheriz BADl atquc adco ur.a pars duodccima totius peripheria? ABCD 
Eodcm modo lJipfum demonftmbuur de arcubus </B, Bf ,/C,Cm, »D,Dr. 
Igitur quihbct itidem lehquorutn bd t cf,mn, xx erit una pars duodecima 
totius pcripherixj quippc fi xqualibus Ad, ed demantur zquales Be, Afc> 
reliquus Bi reliquo db ent aequahs (Sjm^ttg.^. 166.)^ 

C O R 0 L L A R I U M 

37. Pcra&a divifione peripheria» circuli in duodecim partes arquales, foi 
la bifeftione arcus- habebitur dmfio peripherix circuli in parres 24, 48 r 
9$ &C. 

C O R O L L A R I U M II. 

38. perfpicuuov quoque- eft , quomodo triangulum tquilaterum , quadra- 
tum ^bexagonum , oUogonum , aliaque poljgona regularia circulo infcribi pof- 
fint . Sati* enim eft , ut divifa penpheri* circuli in tot partes «quales , quot 
funt latera polygoni infcribendi , horum arcuunr chordae ducantur. Ex pr*. 
miffo fiquidem Lemmate manifeftum eft, polygonum hinc faftum effe re- 
gulaxe. 

P R O B L E M A VIIL 

jid datum punfrnm in peripberia eirculi tangentem ducere . 

39; In peripheria circuli AD datum fit pundum A,ad quc*l re&am titiL 
gentem ducere oporteat. 

Kffoiutio. 

Dufto radio CA,ex illius cxtremo, five ex dato punfto A erigatur per- Fiei£ 
pendicularis AB (f. iz.), qux erit tangens quaefita. Tab.1*. 

Dcmonflratio 1 . 

Cum enira.' angulus BAC ex conftru&lone fit re&us , tota ipfa reflr AB* 
extra circuli peripheriam cadit (LibVll $.43.). 

PHOBLEMA IX. 

Ex. dato pun&o cxtra circulum ducert reSam, qu* circulum 

ipfum tangat. 

40. Ex pun&o D poll'to■ extr* circulum: D ducere" oporteat re&am ,qu* 
eireulum ipfum tangat. 

r 4 Btr 
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Eleraentorum 



Rjtfolutio, 



Ex ccntro C ad datum pun<3um D ducatur re&a CD, qua bifariam di- 
vifa in a ( §. i. ) , cemro a , intervallo partis dimidia? aD , defcribatur fir» 



Reftus cnim eft angulus DAC (Z/&.VIL £ 7J.J, utpore in femicirculo' 



£/ rctta linca fetta futrit extrema , d>* wft//<* ratione , triangulum 
ifofcelesy cu)ns hafis fit xqiulis maiori fegmento ipfius rctt*, 
utrumquc auttm latus totam ipfam rettam adxquct> 
habcbit angulum ad b.tfim duplum an%uli vcrticalis. 

41. Recta AB fefta fit media , c5r extrtmi ratione in D. Majus autem ip* 
fius fegmentum AD fit xquale bafi BC trianguli ifofcelis BAC,cujus utrum. 
; que Iatus AB, AC re<3am ipfam AB adxquet. Dico , utrumque angulum 
'ACB, ABC ad bafim duplum etfe anguli verticalis BAC. 



Duc*ia cx punfto fcctionis D ad extremum C recla DC , per tria punfta 
A, D, C tranfeat prripheria circuli ADCE, quam tangat refta BC in pun- 
&o C. Qiioniam it;itur angulus BCD adxquat angulum CAB , feu CAD 
(L:b. Vll.f. 3^.), fi urrtque adjtciatur angulus ACD , angulus BCA xqualis 
erit duobus an^uIisCAD-, DCA frmul fumtis (S)n.^ilg. § 165. ). Hos au- 
tem itidcm adxquat angulus BDC ( Lib. V. §. j o. ) . Ergo duo anguli ACfi, 
BDC funt xquales (Sftu oll&.§. 199*)' cumqu» angulus ABC fit xqualis an* 
gulo ACB (Ltb.V. $ 60.), ctiam angulus ABC angulo BDC aequslis erit 
{Sjn.^Alg. §.i6\.) i duoque idcirco larera DC, BC crunt xqualia (L:b.V. 
§.6<;. ). Pofaimus autem reflam BC arqualem reftx AD. Igitur rc5u AD 
jcquabit reftam DC ( Syn.^Ag. f. 161. )i & idco duo- angult DAC, I5CA 
erunt xquales ( Ltb.V. §.6x). Conftat porro , angulum BCA xouare duos 
angulos DCA, DAC,ut raodo demonftravimus . Ergo angulus BCA cft du» 
plus anguli BAC, atque adco etiam angulus ABC, utpotc ipfi BCA xqus. 
lis,duplw eft anguii BAC. Itaque fi rctfa linea fcc.quod erat oftcndendum. 




confiftcns . 



L S M M Ji U. 




Dcmonftratio . 



Cc- 
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COROLLARIUM I. 

4~a. Cum tres anguh trianguli BAC valeant dttos re&os (ibidem §.4^0) r 
angulus BAC erit qumta pars duorum reftorum , atque adeo una pars deci- 
ma quatuor re&orum. Quamobrem arcus BrfC dcfcriptus ex puncto A,in. 
tervallo totius redte AB , erit una pars decima peripherix circuli , cujus 
radius fit ipfa rc&a AB (Lib.Vll.§. *S.), 

C O R O L L A R I U M IL 

45. Hinc,// radius circuli media , tf* extrema rations fecetur, majus ip* 
[tus fesmentum erit cborda arcus t qui efi pars decima pcripbtr:* totius c:j* 
cuU. 

PR.OBLEMA X. 
Super datam retlam iineam pcnta$onum rcgulare defcribere . 

t 

44. Pcntagonum regulare conftruendum fit fuper datam reftarn AB^ 

B^folutlo. 

Divifa rcfta AB extrema, Sc media ratione in C (§.iS.) , iufi AB hinc 
inde in direclum adjiciantur partes AG, BH squales majori fegmento AC. Ffg.rr. 
Tum cx pun&is G, A, intervallo totius refta? AB , dcfcribantur duo arcusTab.ig. 
fefc mutuo fecantes in punfto D, ficuti etiam cx punftis B,H, eodem in± 
tervallo, duo arcus fele mutuo fecantes in F, & cx pun&is D, F, codcm 
intervallo , duo arcus, qui fc mutuo dividant in pun<fto E. Hxc porro 
pun&a A, D, E, F, B jungantur rectis AD, DE, EF , FB, eritque fupcr 
reftam AB defcriptum pcntagonum rcguiare EAB. 

Dmonfiratio . 

Cum enim fthgtili iatera ipfitrs pcntagoni ex confhuctione adxquent ra*- 
dium circuli, omnta erunt inter (e squilia (Sjn.^ilg. §. i?*).) . Igitur pcn- 
raqonum EAB erit xquilaterum. Rurfus quoniam ev hypotHefi recla AB : 
fecb eft mrd a, & extrema ratione m C> litqtie DA=asAB,& GA=rAC v 
dufta re&a DG.qu.T rc«ftarDA erit xqualts ( Lib Vfl. §. 10,, angitlua D \G- 
afquabit d:ias qmntas p»rtes duorum rcftortim (§. 42. )> ac proiode, cumv 
duo angult DAG , DAB valcant duos rectos ( I.ib. I II. <S 40. ) , angtilus DAB- 
tribus quintis parttbus duortim rc&orum aeqtwhs ent. F.od?m moJo often- 
dam, angulum quoque FBA tres qmntas partcs duortim reffcorum xquare». 
Igitur duo 1 anguli DAti , FBA funt inter fe atquaics (Syn. ^llg. § af^.).- 
Prxterea , cum triangula ifofceha GDA, BFH fint a?quaha r 3e babeant* 
xqualcs bafcsGA, BH,eorum aiticudincsDr, I : b erunt * qiwlea (LtbJX.§- 1 o q.) K , 
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& quia funt parallela? (Lib. IV. $.9 ) refla DF dufta a punfto D ad pun- 
ft»m F,ent parallela re&a? GH ( Lib.V. $.88-) • Angttli ergo alterni FDA, 
DAG erunt a?quales (Lib. IV. §. 15. ); cumque angulus DAG adxquet duas 
quintas partes duorum re&orum ( 41.), iifdem itidem partibus angulus 
FDA a?qualis erit. In triangulo autem: lfbfcele DAB (duda nimirum re- 
fta DB) duo anguli ADB, ABD funt «quales ( Lib.V. §. 60. ) y trefque ip. 
fius anguli valent duos re&os I ibid. § 40. ) . Ergo , cum angulus DAB ,, ut 
modo vidimus , fit xqualis tribus qumtis partibus duoram re&orum , an- 
gulus ADB, ficuti enam angulus ABD,,«»4ra quintam partcm duorum re- 
dortim xquibit; re&aquc idcirco DB angulum ADF bifariam dividet, & 
■ngulus DBF erit ajqoalis duabus quintis partibus duorum reftorum ; cum 
totus ABF tres eorundem qmntas partes contmeat. Igitur anguli DBF,FBH 
funt xquales ( Syn. -Aig §■ 259 ). Conftat autem , angulura DFB zqualem 
eiTe angulo altcrno FBH (Lib.lV.§. ij.). Ergo angulus DFB arquabit an. 
gulum DBE (Syn.oilg.t.x6\.)i ac proinde latus DF erit latcri DB arqua. 
ic (Lib. V. $.<5f.). Duo itaqu* triangula DEF ,DAB funt fibi mutuo arqui- 
latera, adcoque arquiangula (lbid.§. 8f.) | eritque proptere* angulus DEF 
requilis angulo DAB j & angulus EDF angulo ADB'. Angulus autem ADB 
eft zqualis uni qulnt* parti duorum re&orum. Ergo candcm partcm an- 
guhis quoque EDF arquabit. Eidem porro parti xqualts cft etiam angu- 
Jus FDB , utpote arqualis alterno DBA. Igitur angulus EDA continet tres 
quintas partcs duOrum re&orum i eftque idcirco angulo DAB atqualis . 
Maoifeflum quoque eft , angulum . EFB sequare angulum FBA, cum angu- 
lus EFD< adzquet angulura DBA ,, & angulus DFB angulum FBD, ut fu- 
pra demonuravimus. Ergo pentagonum EAB non tantum aequilaterura efty 
verum ctiam arquiangulum i adeoque &c. 

PROBLEMA XI. 

Tentagonum regulare eirculo infcribere. 

4J. P«:ntagonum regulare circulo- ABD' infcribcre oporteat. 

Rjefoiutio. 

Radius AF dati circuli fecetur media y & extrema ratione in pun&o r* 
T*K '* ^ l8 "* 1 ^ um P tCK l ue ma f° r i fcgmento Ax ,.fctetnr peripheria ipfius circu- 
Tab.19.ji ex puncto A in k t & fumatur arcus AB duplus arcus A&, chordaque du« 
catur AB,qu« erit latus pentagoni regularis ABCDF quxfiti. 

Demonftratio. 

Cum entm arcus Ab fit una pars iecima peripheriar circuli ABD(§.a.$.y p 
arcus AB eru una pars quinta ejufdcm. Quamobrem chordar AB,BC, CD, 
DF,FA,utpotc xqualibus arcubus fubtenf*,erunt atqualcs (LikVlL$n-)- 

Igi. 
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Igitur pentagonum ACF crit squilaterum ac proinde regulare ($35.). 
CoROLLARIUM. 

46. Manifeflura cft , quoraodo peripheria circuli in quinque partcs 
squales dividi poflit , atque hinc in partes 10, 10,40, 80 &c. fol* ar- 
cus btfectione. 

PROBLEMA XII. 
Quiniecagonum regulare circulo infcribere. 

47. Circulo ACD quindecagonum regulare infcribere oporteat. 

Rjefolutio. 

Aptetur circulo latus AD trianguli rcgularis ($.3?.), «fc UtusAE penta. 
Honi itidem regularis ($.45 ), ita nimirum ut idem punctum A fit utrique pj f 
commune. Tum arcus ED bifariam in pundo e dividatur ($.4). ChordaTal 
<hmidii arcus De erit Utus quindecaguni regularis circulo ACD Jnfcribendi. 

Demonftratio. 

TaAa namque hypothefi , ut tota periphcria circuli ABD fit=ij,ar- 
cus AED erit = 5 , & arcus AE = 3 » ac proinde AED — AE=z. Igi- 

1 

tur illius pars dimidia De erit = — integrx peripheriae ipfius circulii 
adcoque &c. 

COROLLARIUM. 

48. Patet idcirco, quomodo peripheria circuli dividi queat in 15 partes 
srquales» & hinc in parte» 30, 60, iio&c.>arcus fingulos bifecando. 

PR.OBLEMA XIII. 

. Figur* rc&iline* regulari circulum infcribcre. 

49. Figurx reftilinea regulari ABD circuluxn infcribere oporteat. 

Hefolutio. 

Bifariam divifis duobus lateribus AB, BD in punaii b t e ($.?.), eri- 
gantur cx illis punflis redx perpendiculares ba t ca ($. 12.). PunSum a, 
in quo ill* concurrunt, erit ccntrum quxfiti circuli. 

De- 
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Demonftratio. 

JLx puncto a ad apices angulorum A, B, D ipfius figurat dticantur ree*tjt 
«A,aB,«D. Quoniam iguur latera Ab, bli trianguiorum Aab t Bafc cx 
conftrudtione funt aequalia, tk latus ab eft utrique triangulo commune,an- 
gulique Aba , hba, urpore recti , funt acquales, bafes quoque aA,aB erunt 
squales . (Lsb.V.§. •?$.). Eadem rationc ajquales crunt rc&x aft y aD i ac 
promde tres rccla? «B, aD, a.K emnt intcr fe *quales. jEqualia funt au- 
tem eriam Jatera AB , BD , nempe bifcs triangulorum AjB ,B.iD (lbid.$.io.) 
Igitur duo triangula A<zB BjD , utpote libi mutuo xquilatcra , erunt arquun- 
guU (/&.</.$. 85.) tdcoque limiln ( Lib IX §66.) eorumque idcirco altitu. 
dincs ab, ac erunt dirette inter fc, ut bafes AB, BD, qua? funt latera ip- 
ibrtlffl homologa ( ibid. $. 78.) j ac proinde erit a b =3<ic , quemadmodum 
elt AB=BD ( Lib. I. f. 4f. ). J : odem modo oftendam efle ac = ad, atque 
ira de ccteris, fi qua? /ucrint. Circulus crqo defcriptus ex pundto a, intcr- 
vallo ab> tangit omnia Jatera figurrc ABDi adeoque &c. 

CoROLLARIUM I. 

50. Centrum ittque fcur*. rtgnlaris rtSUineM diverfum non eft a centro 
infcripti circuii. Dcmonftravimus , cujus, rcclas <iA, *B, aO du<5las a cen- 
tro a tnfcripti circuli bcd ad apiccs angtilorum A,B,D figurse re&ili. 
ncj rcguians ABD, efTe intcr fe xqualcs. 

COROLLARIUM II. 

51. Cum pun&um <t, in quo concurrunt re£tr ab, ac bifiriam atque 
ad angulos reftos dividemes lateia AB, BD figurae ABD, fit ejufdem fu 
gurx centrum, rmnifcftc apparet, quomodo centrum figurx rechline.T re- 
gularis inveniri poflit. 

COROLLARIUM III. 

Ji. Invcnto ccntrO figurar rcclilinea? regularis, fiabetur , quod requiritur, 
ut circulus ipfi figuix circumfcnbi pollitiarque hinc patet , centrum figura: 
rcSihneie regulans ui. m ejje cum ccntro circuwfcripti circuU . 

PROBLEMA XIV. * 
Figuram reUilineam regnlarem circulo circumfcribcre . 
53. Circulo cjur quadratum circumfcribere oportcat. 

t. 

Jlc 
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^ F^folutio- 

■ 

Peripheria datt circuli dividatnr in quamor partes arquales ej , jn , ur , 
in tot nempe , quot funt larera ficurj» cireumfcribendar , atque ad (ingula Fig.r7. 
pun&a divifionis ducanrur radn ac t aj y au. 4', p?r quorum extrema agan-Tab.18. 
tur tangcntes BC,CD,DA, AB ($ 39), qu» conftituent quadratunj, 
qtiificum ABCD . 

Demotiftratio^ 

Duftis a eentw d ad apices angufornm circumfcriptaf figurse radiis 4A* 
«B, «C, «D, cum du* tangentes eB, B7 fint arquales inrer fc (Lib. Vll. 
§, 85. ), ficuti eriam duar 7C, Ci», nec non duar ac , aj (lbid.$. 10. ) , 8c la* 
tus B* fit commune utrique trian«*ulo oB, Bj/ , duo hujufmodi triangula, 
ntpote arquilarera , crunr cquiangul* ( Lib V. 8r ), angulus nempe caB 
arquabit angulum B.7, & angulu* aBc anoulum a' x j . Quamobrcm angulus 
taj erit duplus anguli B 7 , cV angelirs rBr an^uri aHr. Eadem autem ratio- 
ne etiam angulus jih c.\ duplus anj»uli jj n t & angulus /C« anguli jCa. Er- 
go, cum dno- an«u|i nj, j, m , nrpore arqmlibus arcubus ex conftruftione 
tnfiftentes, fint arqiulcs ( Lb VII $.17. ), dut» itidem anguli Ba7,7«C erunt 
aequales ( L.b. I. roj. ). Snt aurem a?quales etiam duo ajH , «7C, Utpote 
refti. Ergo duo qu-»quc jBC , B" *qualet erunr ( L<b. V. §. 46*.) 1 atque 
•deo etiam duo AliC, BCD erunt ayquales (Lib.l.f- 103 )» cim>, ut modoj- 
dcmonilravitnus* » nr in rationc dupla ad rquales «BC, aCB,feu aBjfjCat 
Eodem ratiocimo oflendam , angtitum KCD a?quare angulum CDA , & an- 
gulum CDA cflc arqualcm angulo DABi atque adeo figurara ABCD effe- 
«quiangulam Kurfus, cmn duo anguli «BC,aCB oftenfi finr arqualer,trian- 
gulum B«C erit ifofceles (ub. V.C."if.)j cumqne recta aj bafi BC ad per- 
pendtculum ex conftrudione infiflat , bafim ipfam BC bifartem divider, 
nempc ent ?jz=sjC ( ibid.§.j$.y. Eft aurem eadenv ratione etiam Car=c 
«D,«r jCssrC* (L b. VIF. 4J. 85. \ Ergo erit etiam BC=3CD ( Lib.U 
$ 117- ) i eardemque ob raufam CD = DA» atque ita de ceteris. Figura 
itaqueAbCD eft zquiangula v & aequilatera ^ac proinde rcgulari quod erat tcc» 

■ * t" . ' '* ' ■" ' 
PR.OBLEMA XV. 

1 

Dato reSangulo *qu a U reSangulum fuper datarn rtUm confiruerel 

5-4 Super reflarrt n d reaangulum conftruere oporteat , quod fit «equale 
dato rectangulo afnt, 

Refotntio. 

Latert fn dari reaanguli adiiciatur data refta n d in direclum. Tun» 
direfte produdo laterc in t, fiat cb=s>nd, duftaque reaa W.conftru- 
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y- ? ^ &um fit reAangulum endb t in quo ducatur diagonalis bn concurrens cun 



T a b. j.Utere af in punfto x. Ex hoe autem pundto agatur refta x% parallela, 
lateri fd ($. 7.), cui occurrant re&x en t bd direde produaac in punftis 
n t %. Ojiadnlaterura nmxd erit reftangnlum quaefitum; 11 J : ' 

'* . •••'»»• ■ • . . 

: Demonftratio. 



Cum enim latera ae , /» reflangnli «/ne fint parallela ,rec>a» quoque «fr, 
/</ erunt parallclr, cumquc potuar fint cquaJes, aequales erunt etiam reftje 
af t bd t 6c paralld* ( Lib f. $§. 75. 88.) i ac proinde quadrilaterum afdb 
eru parallelograminum ,& quidcm reftangulum, ficuti propterea etiam qua- 
dniaterum axzb. Duorum autem parallclogrammorum e n d b , fnm x ciret 
diametrum xb cumplemenra funt afne t nmx.d t quap funt acquaha ( Lib. 
XIV. § 61.). Ergo redangulum nmxd defcriptum fupcr redam nd adatquat 
rcdangulum datum afn e , adcoque 9cc. 

PKOBLEMA XVI. 

D.ito triangulo rcSilinco tquale refangulum fitper datam 
reSam (onflruerc. 

55. Super datam re&am ud cdnftruere oporteat reaangultun dsto trian» 
gulo reailineo ABC atquale. 

■ c 

Rjefolutio. 

Super re&am FN arqualem dimidLa? parti bafeos BC ipfius trianguli, tk 
Fig.5.<.fub eadem altitudine AF conftruatur redangulum AFNE (§. 16.) , cui 
Tab.i* aP q lu | e fi a t redangulum nmzd fuper datam rcftam nd ($.54). Qyadri- 
laterum umxd ent reaangulura qua*fitum . 

Dcmonftratio. > • 

Conftat enim, reaangulum AFNE effe aequale dato triangulo ABC (lik 
IX.. $.97.)* . « 

PROBLEMA XVII. 

Dato polftouo tqualc reSangulum fuper datam rcftam confirucre. 

j <S Super redam am rcaangulum conftruerc oporteat , quod ilt arquale 
polygono ABCE. 
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Rjfolutio. 

Divifo polygono ABCE in tria triangula ACD, ADE , ABC, fiiper r* 



ftam am fiat reftangulum amnb zquale triangulo ACD; fuper latus bn {?£' f* 
re&angulum bnxe 
cxt,d sequale tnangi 
polygonum ABCE. 



re&angulum bnxe arquale triangulo ABC, cV fuper latui tx re&angulum-^l^ 
txxd sequale tnangulo ADE (§ f|.}« Rcftangulum amzd arquabit datum 



Demonftratio. 

Patet ex ipfa conftruflkione. 

CoROLLARIU M. 

57. Hinc facile dignofci potcft exceflus unius figurat re&iline* fupra 
aham , puta pentagoni ABCE fupra trianguluro ABC. Etenim conftructo Fig. 7. 
fupra «andcm reifiam am rcttangulo dmz<d , quod fit sequale pentagono hg. f. 
ABCE, & re&angulo awafr , quod triangulum ABC adarquet, re&angulum ?'£• 8 - 
A»*4 erit cxccffus peqtagoni ABCE fupra triangulum ABC. lab.19. 

PR.OBLEMA XVIIL 

Dato circulo aquale reSangulum fuper datam reSnm ccnjlruerc. 

5 8. Super reftam mz conflruendum fit rectangulum circulo ABC «quale. Fig. io. 

Rjtfolutio , 

• •' ■..«■. . ■ 

Conftruatur fuper datam mz rectangulum amzd ( f. j 4. ) , q uod fit arqua- p. 
le redangtilo ED contento fub radio EC ipfius circuli, & fub refta CDj-^ ,^' 
xquali ejufdcm femipcripheriae ABC. Erit amxd redangulum quzfitum. 



Demotiftratio. 



• 1 



Manifcftura quippe eft, reftangulum ED xquare circulum ABC (Lib.X. 
$• 45-). 

PROBLEMA XIX. 
iXi/o rcttangnlo tqualc quadratum eon{hrucre. 
59. Quadratum conftrucre oportcat reciangulo ED arquale. 



Jtr- 
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Rjfo/utio. 

- Inter ipfius reftanguli latera EB , CD inveniatur media geometrice prdf 

jf^^portionahi C* (£ za.), qux erit latus quadrati qusrfiti. 

Demonftratio. 

Ercnim, cum re&a Cb fit media proportionalis inter latera EC,CD, 
quadratum ab redangulo ED cnt xquale (Lib. IX f. 111 .)• 

COROLLARItJM. 

Co. Hinc figura quaKttnque reclitinea a quadrato diverfa facili negotio 
rig* 5* in quadratum mutari poteft. Id enim ex transformatione ipftus figur* in 
Tab.i9. rec ^ an g U | um uni Cf dependet. Sic triangulum ABC mutabitur in qu.diarura, 

li conftrufto redangulo AFNE cquati triangulo ABC , fiac quadratum ae 

ipfi redangulo xquaie. 

PR.OBLEMA XX. 
Dato circtdo aqnalt quadratnm confiraere. 
61. Efto circulus ABC,cui «quale quadratum conftruere oporteat. 

Effotuth. 

Inter radium EC, & re&am CD, qu* fir arqualis femiperipfceria» ipfiut 
Fig. 9. circuli, inveniatur medu geometricc propomonahs Cb (§.u.). Hxc erit 
Tab.15j.htus quadrati quarftfi. 

Demonftraiio. 

Qbadratum quippe ah adarquat redangulum ED (lifclX $111), cui 
rirculus ipfe eft «qualis (Ltb. X.$-<f J ). 

S C H 0 L 1 0 T*. 

6%. Eodem modo invenitur latus quadrati, quod fit apquale daro cuilibec 
polygono regulari . Omne enim polygonum regulare adarquat rectangulum 
conteatum fub radio, & fub illius lemiperimecro (Iii.IX.$. 30.). 



pao- 
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PROBLEMA XXI. 

Data figura plana, alteram illi fimilem in data proportione 

defcribere . 

(Jj. Defcribere oporteat figuram reftilineam fimilem figura? ADC, ad 
quara fe habeat, ut data quaevis magnitudo m ad magnitudmem n. 

Refolutio . 

Ducatur re&a EF , ad quam latus quodcunque AR datas figura» eam ha- p| f 
beat proportionem , quam habet magnitudo m ad magnitudinem 0 ($ f 
Tum inter rcftas AB , EF inveniatur mcdia proportionalis ab ($. n,) t 
quat erit latus figu/a? qustftas. 

. '.- - 

Exemplum . 

Ut fi defcribendum fit pentagonum duplum pentagoni dati ADC, pOna- 
tur refta EF dupla refbe,five lateris AB, & inveniaiur inter eas media 
proportionalis ab t fupcr quam fi conftruatur pentagonum firmlc adc (§ ^9-)> Fig.n. 
illud erit duplum pentagooi ADC. Si vero conftruere oporteat pentagonumTab.t8. 
in ratione fubdupla ad penta^onum adc t ponatur re&x xx. , fuhdupU iatcris 
abi tum inter rc&as ab, xx. inveniatur media proportionalis AB. Pcti- 
tagonum ADC fuper ipfam AB conftrudum fimile dato adc , erit fubd*- 
plum ipfius adc. 

Demonftratio . 

Patet cx $. 183. lib. IX. . 

S C H 0 L I 0 ti. 

64. Pro augendo,& imminuendo circulo, ratio diametri habenda eft, 
ut ex §. 189. lib. IX. manifefte deducitur . 

PROBLEMA XXII. 

Datis duabus figuris reStliaeis fimilibus, alteram illis ftmul fumtis 

tqualem defcribert. 

(5j. Defcribcre oporteat triangulum , quod fit arqualc duobus triangulis 
fimilibus ABD , ACE fimul fumtis. 



ll. m. hUtb. T.IV. 



K 
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Latera ipforum triangulor»m homologa AB, AC jungantur ad angulum 
Fip«ti. rcftum BAC ($.11.), eorumque cxtrema B, C jungantur jefta &C, qux 
iab.J9. fr j t j atu$ homologum trianguli quarfiti. 

Demonftratio, 

Manifcfla cft cx §. 184. lib. IX. 

S C H 0 L J O ti L 

66. Eodem modo invenitur circulus duobus alils fimul furatij «qualis, 
ut patctex $.191. lib. IX. Pro cllipfibus vero, axcs tara majorcs,quam mi< 
nores datarum cllipfium feorfim (imul jungi debent ad angulos rcftos, ue 
axes hemologi ellipfis, qua? fit ilhs xqualis , inveoiantur. Patet ex §.j6. 
hb. XVL 

S C H O JL 1 0 H 11. 

6-j. Hoc eodcm artificio invenitur Jatus homologum figurae recr.ilinec 9 ' 
Fig.n. <jua» non folum duabus fimilibus, fed pluribus etiam itidem (imilibus fitnul 
Tab.ij.(timtis fit jequalis. Ut fi re&ae AB,AC,CP fiierint latera homoioga trium 
figurarum reftilinearum fimilium, invcnitur latus figurar,qux omnes illas 
fimut furatas adarquet , jungendo duo iatera AC, AB ad angulum re&ura, 
CAB,fc applicando alterum latns CD rectz CB itidem ad reftum angu- 
lum BCD. Rcda quippe BD cft iaius quarfitum,ut confidcrann perfpicuum 
fiet. 

SECTIO TERTIA. 

JDe folidis. 
porisma. 

Dato parametro , parabolam defcribere . 
6%. FXEfcribenda fit parabola, cujus parameter fit refta AC. 



Rc- 
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Rcfolutio. 

Ex uno evtremo A data» rectar AC engatur p:rpendiruuris indefinita Ad Fig.ij. 
($. Ti. ) , in qua fumantur quorcunqtie punfta «, b y d , arque ex his edu-Tal). y. 
cantur perpcndicularcs «E,6F,<iD illius magnitudinis ,. ut aE fit medu 
proportionalis inter parametrum AC,& abfciffara A* ,quemadmoium ctiam 
recta />F inter paramerrum AC, 6t abfcifTam At», nec non rcfta dD inter 
eandem paramctrum AC, & corrcfpondentem abfciffam Ad ($.11.). Tum 
per punda A,E,F, D ducatur curva AEFD , qua? erit parabola quaefita- 

Demonflratio.- 

Pttetex natura parabolar §. i6y hb. XV. explicata.- 

HOBLEMA t 

buer duas reHas lineas invenire duas rcffat continuo 
geometrice proportionales. 

6$. Intcr duas reeSas AB, BC invenire oporteat duas recta» continue* 
gcometnce proportionales. 

Rjfotutio L 

Reftar AB,BC jungantur ad angulum retStum ABC ($. ia.),& utraque 
vcrfus x, 1 indcfinite producla, accipiantur duat normar EDF,MNP, quas 
ita rc&is ipfis applicentur , ut apex x anguli normalis nxA fit perpctuo in Fig. 14.- 
rccta Bjf, cjufquc acies xA tranfeat per exrremura A re<3ar AB, apex veroTabtj. 
» normalis anguli MnC fit in re&a Bn, & illius Utui nC per extremum 
C rccta? BC cOntinue tranfeat , ut in figura confpicitur. Duz reftac Bjt,. 
B» erunt duae media? continue proportionales inter rc&as AB,.BC. 

Demonftratio . 

Quandoquidem, cum in triangulo naA angulus nxA fit rec5us,& hnea 
*B ad perpendiculum reclat uA incumbat (Lib. III. $.52.), erit 4fAB.Br. 
Bn (l/fr.lX.^.74.). Eft autem haud diirimili ratione 4r B*. B»-BC. Er- 
go erit ~ AB . Bx. B*. BC. 

Kffitutk IL 
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centro * , intervallo «F defcribatur circulus AHCM, qui tranfibit per qua- 
tiior punfta A, B, C, F, cum dao oppofiti ant;uli FAB, BCF fint re£ti; 
Produ&o deinde latere AF in E , ita ut <ic AE = AB, defcribatur parabola 
AMD, cujus axis fit redra AB, * paramerer rccta AE (f.68.). Ex punfto 
autem M, in quo curva parabolica AMD fccat penpheriam circuh AHCM, 
agatur refta MH parallela iateri BC (i. 7. ) D ia» re&x Mb,bA erunt duae 
mediat continue geometrice proportiooales inter reftas AB, BC , crit nem- 
pe 4r AB.tM. *A. BC. 

Demonftratio- r 

Cum enim fit AB=AE, erit AB XA6=r AE X Ab. Quadratum auterrr 
fcmiordinata* bM adxquat reftangulum AEXAfr ( Syn. .Alg.§. a6"i. ) . Ergo* 
quadratum rcrtx bM re&angulo quoque ABX Ab erit arquale (Lib.\X.§, 1 1 8.)» 
ac proinde habcbitur w AB . bM. bA (Lib.lX.§. 118.). Rurfus, cum re- 
ftangulum ABX \b> utpote xquale rc&angulb AEX Ab, fit arquale quadra* 
to feraiordinata? bM (Lib.XV..§. 161. ),atquc inluper re&angulum frMXMe 
una cum reftangulo bMXbe fir xquale eidcm quadrato rectat bM(lbid$*i^ ) 9 . 
reftangulum &MxMe una cum re&angulo bMxbe aequabit rectangulum 
AftXAb (syn.*iig.§.r6i.). Conftat autem , re&angulum ABXAi xquare 
reftangulum BbXbA una cum quadrato rc&as Ab (Lib.XV. §. 169.). Ergo 
rectangulum quoque iMXMf una cum quadraco rectar Ab (Syn.^flg §i6u) t 
cumque re&angtilum bMxbH ada?quct re&angulum frMxM<r'ob arqualita- 
tem fegmentorum fcH, rM , rettanguium bMxbH una cum redtangulo 
bMXbe zquabit re&angulum UbXbA ona cum quadrato rectar Ab . Duo 
autem rectangula BbXbA, bMXbh* funt osqualia (Lib.lX§. 148.). Ergo^ 
his fublatis , reftangulum bMXbe erit arquale quadrato re<fbe Ab (Syn^Alg. 
§. 166.) i atquc adeo erit ~ bM '. bA.be (Lib. IX $.118.) t cumque fic 
BC = &r, frif quoque ~ bM.bA. BC, & ideo* £ BA-.IM. bA. BC. 

PROBLEMA 1L 

* 

T/ramidem, & prifma in tquale parallelepipedum corrvertere. 

t 

70. Pa-raHelcpipedum confhucrc oportcat , quod pyxamidi ABCD fit 
asquale. 

Rjfolntio-* 

BsGs BCD pyramidis mutetur in reftangulum abd (§§• 1 f. 16.) , fopcr 
T\g.i6. quod , veluti bsfim , te fub ahitudine a n , qua? fit telrtia pars altitudinis 
T P K 7 ldatap pyramidts , conftruarur parallelepipcdum na b d m . Parallelepipcdum 
9 'n*bdm a;quale cric pyramidi ABCD. 

Dc- 
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Dtmonfiratia* 

■ - i 

Patet ex §§. io , j o lib. XIII» 

11 

71. Efto prifma AD transformandum in p^raridepipeduml 

Rffolutia. 

Fiat re&angulum abd aequale bafi BCD ipfius primatis ($$.ff. 5<£).Tum Fig:i7. 
fuper ipfum reftangulum *6(f, 8c fub eadcm altrtuchne conftruatur paral- Fig.ilJ. 
lelepipedum »tf. Erit nd parallelepipedum quasfitum. Tab,i* 

Dcmonftrario. 

Manifcfta eft cx §. jj. lib. XIIL , cum parallelepipedum fit fpccies priC 
saati» ( Lik XI. §. ii.). 

C O K O L L A R I U M. 

71. Cum conus fir pyramis infinitangula (/&/</. $.71.), & cylindrus fTt 
fpecres prifmati» (if>/ii-$ 70,), manifcfte conftat, quomodo utrumque hiu 
jufmodi folidum in parallelepipcdum mutari queat. 

PRQBLEMA IIE 

I a ■ • * , 

Spb/tram in parallelepipedum mutarel 

73« Conilrucndum Ct parallelcpipedum , quod fic «quale datsr fphat- Fig.r9„ 
ix NR. Tab.-«2. 

R&folutfo. 

Defcribatur quadratum bei atquale maximo ipfius fphatra* circulo (§.6i.\ 
fuper quod, veluti bafun, cV fub rcfta ah , qua? d«or trientes diametri Fig.a* 
NR, contineat, conftruatur parallclepipedum ad>quod, erit ip& fphasrai 
«qualc. 

Demonflratrov 

Parallelepipedutn «</ ada?quar cylindrum (Lib.XlU.f j/j.), cnjtis bafco» 
eirculus fit xqualis quadrato ici, & eadem atriufque attitudo ( Duo emm> 
hu/ufmodi fohda fpedhri polTunt , vduti duo prifmata xqualium bafmm , <5q • 

aki. 
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iltitudinum). Sphera aurem NR. eft hujufraodl cylindro xqualis (Lib.XlV. 
$. io3j, Ergo fphaera NR. paraliefcpjpedurii, ^uoque ad arquabit (Sjn.^. 

PROBLEMA, IV„ ; 

Superficiei fphtr*, dqualem circulum defcribert. 

74- Cireulura defcribcrc oportcat ,.cujm arca adaequet fuperficiem fphai: 
r* NR . 

l\efolutio. 

» • • 

Defcribnur circulus, cujus- radius fit diameter NR datae fpharrar. Hujus 
circuli arca xquabit fuperfiacm. datar fphsras NR. 

Demonftrdtfa. 

Evidcns eft cx $. 73. lib. XIV. 

PROBLEMA V. 
Dato parallelepipedo cubum tqualcm confiruere. 

* 

Tab *°' 7 ** Cu ^ UIn ' conftruere oporteat , qtti fit arqualis parallclcpipedo ADi 

Rjfolutio. 

* * » 

Si bafis BCD dati parallelepipedi AD non eft quadrata, fiat quadratum 
Fig. H.BEF illi arquale (§, 5«?.), fupcr quod conftruftum fit parallclepipedum AF 
cjufdem alritudinis AB. Tum polita refta <j = BE,& rcfta d=3AB,in- 
ter duas a y d lnvcniantur duar mediar continue proportionalcs b y c (§. 6$. ). 
p- aj Harum prima b erit latus cubi quarfiti » cubus nimirum ad , cujus latus bi 
"fit aequale re&ae b t arquabit parallclcpipedum AD. 

Demonftratio. 

Quoniam quatuor rcctar a y b y c y d pofitar funt continuc proportionalcs, 
erit a.c*=b. d. Quadratum autcm,fivc bafis BEF parallclepipcdi AF eft 
ad quadratum bed bafis parallelepipedi ad y ut prima a ad tcrtiam c (Lib. 
IX § '8$.), cum pofitum fucnt BE =34, bc — b. Ergo bafis BEF pa- 
rallelepip.Ji AF cnt quoquc ad bafim bed parallclepipcdi ad y ut fccunda 
b ad quartam d (Lib.Lf.7B.)> Conftat autem , altitudincm a b cubi ad ef- 
fe ad altitudinem AB parallelepipedi AF, ut redta itidem b aA reftam d , 
ex co nimirum quod fit ab-=ab,Si AB = rf per conftru&ionem . Ergo duo 
parallclcpipeda AF , ai rcciprocant fibi mutuo bafcs, & altitudines* atquc 

adeo 
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adco funt intcr fe acqualia XIII. § 60.). Parallelepipedum porro AF 
adaequat parallelepipedum AD (tbid. $. 36. )i utpote ejufdem cum 1II0 bafis, 
& altitudinis. Igitur cubus 4J parallclepipcdo quoque AD cft aequalis (j> w . 
jtlg;f. 161.) adeoque &c. ( 

'.'''."*' ' ..'. 1 r • :. v . 

5 c *r o £ 1 0 X . * : ■ 1 - 

' .'. s : ' • • •-•• . - ». , : r., : .. , ..^, r , ;. 

'«i Cum ex haAenus traditis notum fit artificium mutandi pyramidem, 
conum, prifma , cylindrum , fphaeram , & fphaeroidem in parallcleptpfdum, 
pcrfpicuum xemanet , quomodo hujufmodi folida in cubum transformari 
qucant. 

PROBLEMA VII. 

Dato folido, invcnire latut homologum folidi pmilis, 
quod dctcrmiratam ad illud rattonem babeat. 

$3. Efto nd folidum -datum . Invenire aurem oporteat latus homologum Fig.18. 
folidi fimilis , ad quod datura ipfum folidum nd fit, ut m ad «. Tab.19. 

B^efohtio . 

Pofita rccta a aequali Iaterl ab, ducatur recia d, ad quam recta a fit, F5g.ii. 
ut m ad J» . Inter rcctas autem *,<f inveniantur duas medi.? -continuc pro-Tab ip. 
portionalcs b t c (/. 69.). RecU b erit latus folidi quaefitum. 

Exemp/um. 

Conftruerc oportcat cubum , ad qucm cubus nd fit in ratione fefquialtera. 

Pofita itaque recta 4=2 afc, tV recta </ = — , inter duas *, d inveniantur 

duar medix continue proportionalcs &, r/quarum prima h <it latus cubi 
MF. Erit MF cubus quxfitus. 

Demonftratio. 

Evidens eft ex $.137. lib. XIIL 

SCHOLI OH 1. 

84. Hac ratione invenitur diameter fphaerae, quae determinatam habcat 
rationem ad fphaerara datam . Patet ex §. 161. lib. XIII. Eodem modo 
ratiocinare de conts, 8c cylindris, videlicet rationem habendam clTe tum 
diamctrorum bafium, tum altitudinum. 

SCHO- 



Digitized by Google 



ija Elementorum Liber XVII. 

S C H O L I 0 7{ II. 

Sf. Itaque per inventionem duarum mediarum continQe geometrice in- 
ter duas datas re&as lineas proportionalium folvitur celeberrimum de cubi 
duplicatione Deliacum problcma , quod prifcorum ingenta adeo torfit. 
Hanc porro viam, quam primus omnium invenit Hippocrates Chius, om- 
ncs poitea Geometrz amplexati fiint , fummifque laudibus exornarunt , ut- 
pote, quemadmodura advcrtit Vir C^.Andreas Tacquet, plane unicam,& 
fingularera. . ; 



F I N 1 S. 
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